
数学分析（1）：第 1 次习题课（附解答版）

刘思齐

1. 设 α ∈ R，求证：

i) 对于任意的 N ∈ N，N ≥ 2，存在 p, q ∈ Z，满足 1 ≤ q < N，且

|q α− p| ≤ 1

N
.

ii) α 是无理数当且仅当存在无穷多对互素的整数 p, q，其中 q ̸= 0，且∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

解答： i) 首先将区间 [0, 1] 等分成 N 个小区间：

[0,
1

N
), [

1

N
,
2

N
), . . . , [

N − 2

N
,
N − 1

N
), [

N − 1

N
, 1].

然后考虑如下 N + 1 个数在这些小区间中的分布。

0, 1, {α}, {2α}, . . . , {(N − 1)α},

其中 {x} 表示实数 x 的小数部分, 即 {x} = x− [x], 而 [x] 是不大于 x 的最大整

数。根据抽屉原则，至少有一个小区间中包含这些数中的两个。不妨设这两个

数是 {q1α} 和 {q2α}，且 q2 > q1，设它们所在的区间是 [k/N, (k + 1)/N)，其

中 0 ≤ k ≤ N − 2，则有

k

N
≤ qi α− [qi α] <

k

N
+

1

N
, i = 1, 2,

于是，取 q = q2 − q1, p = [q2 α]− [q1 α]，则有：

|q α− p| < 1

N
.

当这两个数包含 0或者 1，或者它们所在的区间是最后一个闭区间 [(N−1)/N, 1]

时，讨论是类似的，这里就省略了。

ii) 设 α 是无理数。首先任取一个 N1 ∈ N，N1 ≥ 2，由 i)，存在 p1, q1 ∈ Z，
1 ≤ q1 < N1 使得 ∣∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣∣ < 1

q1 N1
<

1

q21
.
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若 p1, q1 有公因子 d，用 p′1 = p1/d 和 q′1 = q1/d 代替 p1, q1，则 i) 仍成立，所
以上面的不等式亦成立。

再取 N2 ∈ N，使得 1/N2 < |α− p1/q1|，然后再根据 i) 取 p2, q2 使得∣∣∣∣α− p2
q2

∣∣∣∣ < 1

q2 N2
<

1

q22
.

我们同样可假设 p2, q2 互素。注意∣∣∣∣α− p2
q2

∣∣∣∣ < 1

q2 N2
≤ 1

N2
<

∣∣∣∣α− p1
q1

∣∣∣∣ ,
所以 p2/q2 和 p1/q1 一定是不同的有理数。

用类似方法可以再取 N3，p3，q3，N4，p4，q4，……。这就证明了所求证的

事实。

若 α 是有理数，不妨设 α = u/v，其中 u, v ∈ Z，且 u, v 互素，则∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣p v − q u

q v

∣∣∣∣ ≥ 1

|q v|
.

若 |α− p/q| < 1/q2，则有 |q| < |v|，所以 q 只能有有限多种取法。给定 q，显然

p 也只能有有限多种取法，所以使 |α− p/q| < 1/q2 成立的互素整数对 p, q 只能

有有限多组。 □

2. 设 q ∈ N，q ≥ 2，求证：

i) 设 p = q − 1，则 q-进制小数 0.pppp . . . 对应的实数就是 1。

ii) α ∈ R 是有理数当且仅当 α 的 q-进制小数是循环的。

解答： i) 设 rn 是小数 0.pppp . . . 的前 n 位截断给出的有理数，我们在课堂

上已经证明：

rn ≤ rn+1, sn := rn +
1

qn
≥ rn+1 +

1

qn+1
= sn+1,

实数 x 就是由区间套 [r0, s0] ⊇ [r1, s1] ⊇ [r2, s2] ⊇ . . . 确定的唯一的那个实数。

在本题中，很容易算出 rn = 1− 1
qn，sn = 1。所以 rn ≤ 1 ≤ sn 对所有的

n ∈ N 成立，所以 1 就是 0.pppp . . . 对应的实数 x。

ii) 不妨设 α = 0.ȧ1 . . . ȧm，其它情况很容易归结为这种。q-进制小数 α 事

实上可以看成一个 qm-进制小数，它的循环节只有一位 a = a1q
m−1 + · · ·+ am，

所以我们只需考虑 m = 1 的情况。设 α = 0.aaaa . . .，p = q − 1，则 pα/a =

0.pppp · · · = 1，所以 α = a/p，是有理数。

反之，假设 α = a/b，a, b ∈ Z，b ≥ 1。我们只需证明存在 m,n ∈ N，n ≥ 1，

满足 b|qm(qn − 1)。设 q 的素因子分解为

q = pn1
1 . . . pnk

k .
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将 b 分解为 b = b1 · b2，其中

b1 = pm1
1 . . . pmk

k ,

b2 与 q 互素。设 m 是满足

m ≥ max
(
m1

n1
, . . . ,

mk

nk

)
的自然数，则 b1|qm。另一方面，根据欧拉 φ 函数的性质，取 n = φ(b2)，则有

b2|qn − 1。于是有 b|qm(qn − 1). □

3. 我们考虑所有形如 α = 0.α1α2 . . . 的 3-进制小数，其中

αi ∈ N, 0 ≤ αi ≤ 2, i = 1, 2, . . . .

（注意，在这个练习中我们不排除那种从某一位开始全是 2 的小数，所以不同的

小数可能对应同一个实数。）设 In (n ∈ N) 是如下集合：

In = {0.α1α2 · · · | α1, . . . , αn = 0 或 2}.

求证：

i) 每个 In 都是 2n 个长度为 3−n 的闭区间的并；

ii) In+1 ⊆ In；K =
∩∞

n=0 In 非空；

iii) 对任意的 ϵ > 0，存在有限多个开区间 J1, . . . , JN，满足

N∑
j=1

|Jj | < ϵ, 且 K ⊆
N∪
j=1

Jj .

iv) |K| = |R|。

集合 K 叫做康托集，它是具有零测度（性质 iii)）和连续统势（性质 iv)）的集
合的例子。

解答： i) 当 n = 0 时，I0 即区间 [0, 1]（注意 αi 可全取为 2，所以 1 ∈ I0）。

对于一般的 n ∈ N，固定一组 α1, . . . , αn，则从第 n+ 1 位开始可以任取，所以

这组固定的 α1, . . . , αn 对应一个长度为 3−n 的闭区间。而前 n 位有 2n 种选择，

所以 In 是 2n 个长度为 3−n 的闭区间的并。

ii) 显然，略。
iii) 对于 ϵ > 0，存在 n ∈ N，使得 (2/3)n < ϵ/2。考虑 In，它由 N = 2n 个

闭区间组成，每个闭区间的长度为 3−n，这样的闭区间可以用一个长度为 2 ·3−n

的开区间盖住，这些开区间长度的和为 N · (2 · 3−n) < ϵ。另一方面 K ⊆ In，所

以 K 也可被这些开区间盖住。
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iv) K 中的元素即每一位只能取 0 或 2 的 3-进制小数。就像证明 |R| =
|P(N)| 时一样，我们可以定义一个从 P(N) 到 K 的单射，于是 |R| = |P(N)| ≤
|K|。另一方面，两个 K 中的元素一定对应不同的实数（因为一旦把 · · · 02222 . . .
换成 · · · 1，就不再是 K 中元素了），所以 |K| ≤ |R|。 □

4. 设 F 是一个全序域，求证：F 是序完备的当且仅当有限覆盖定理成立。
解答： 我们已经在课堂上证明“序完备”⇒ “闭区间套定理 + 阿基米德性
质”⇒ “有限覆盖定理”。所以，“序完备”⇒ “有限覆盖定理”。下面介绍另
一种更直接的证法，不需要中间步骤。

⇒：设闭区间 I = [a, b] 有一个开覆盖 S，定义

A = {x ∈ I | [a, x] 有来自 S 的开覆盖}.

因为 a ∈ I 必然被 S 中的某个开区间 J 盖住，所以存在一个 ϵ > 0，使得

[a, a+ ϵ] ⊆ J，所以 a+ ϵ ∈ A，即 A 非空。另一方面，注意 A 具有性质

x ∈ A ⇒ (a, x) ⊆ A,

所以假如 A 没有上界，则必有 b ∈ A，无需再证什么了。以下假设 A 有上界，

于是有上确界 c = sup(A)。若 c > b，那么同样有 b ∈ A，无需再证，所以我们

假设 c ≤ b。

若 c ≤ b，则 c ∈ I，于是存在 J0 ∈ S 使得 c ∈ J0。取 x, y ∈ J0 满足

x < c < y。因为 c 是 A 的最小上界，所以 x 一定不是 A 的上界，于是存在

x′ > x且 x′ ∈ A，于是 x ∈ A，所以有 [a, x]的来自 S 的有限覆盖 {J1, . . . , JN}。
现在，有限的开区间族 {J0, J1, . . . , JN} 能够覆盖 [a, y] 了，于是 y ∈ A，这与

c 是 A 的上界矛盾。

⇐：设 A 是非空有上界集合，a ∈ A，b 是 A 的上界，I = [a, b]。如果 A

有上确界，那么它一定在 I 中。我们假设 I 中的点全都不是 A 的上确界，于是

对任意的 x ∈ I，x 或者不是上界，或者是上界但不是最小的。

• 若 x 不是上界，则存在 x′ > x 且 x′ ∈ A。此时，(a, x′) 中的点都不是 A

的上界，我们记 Ix = (a− 1, x′)，称之为第一类开区间。

• 若 x是上界但不是最小的，则存在 x′′ < x且 x′′ 是 A的上界。此时 (x′′, b)

中的点都是 A 的上界，我们记 Ix = (x′′, b+ 1)，称之为第二类开区间。

对每个 x ∈ I 都可按上述方式定义一个开区间 Ix，所有这样的开区间构成 I 的

一个覆盖，于是有有限多个这样的区间同样能够盖住 I。设这有限多个开区间是

{I1, . . . , Ik, J1, . . . Jl}，其中 Ii 是第一类的，Jj 是第二类的。设 Ii = (a− 1, xi)，

Jj = (yj , b+ 1)。因为第一类开区间和第二类开区间不可能相交，所以 xi < yj，

于是

z =
1

2
(max(x1, . . . , xk) + min(y1, . . . , yl)) ∈ I
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不在任何 Ii, Jj 中，这与 {I1, . . . , Ik, J1, . . . Jl} 是 I 的覆盖矛盾。 □

5. 设 F 是一个全序域，有限覆盖性质在 F 上成立，则

i) F 具有阿基米德性质；

ii) 闭区间套定理在 F 上成立。

解答： i) 设 x ∈ F，x > 0，取 ϵ = 1/(2x)，考虑 I = [0, 1] 的开覆盖

{Bϵ(y) | y ∈ [0, 1]}，其中 Bϵ(y) 表示开区间 (y − ϵ, y + ϵ)。这个开覆盖有有限

子覆盖，设它为 {Bϵ(y1), . . . , Bϵ(yn)}，则这些开区间长度之和必然大于 I 的长

度，所以有 n · (2ϵ) > 1，于是 x < n。

ii) 我们将证明如下结论：设 S 是一个非空集合，其元素都是 R 中的闭区
间。若 S 的任何有限子集都有非空的交，则 S 有非空的交。这个性质称为有

限覆盖定理的对偶命题或闭集描述，它显然可以推出闭区间套定理，只要取

S = {I0, I1, . . . } 即可。
首先不妨假设存在一个闭区间 I = [a, b] 使得 S 的元素都是 I 的子集。若

不然，只需任取一个 I ∈ S，然后将 S 修改为 S′ = {J ∩ I | J ∈ S} 即可。一旦
证出 S′ 有非空的交，那么 S 的交就是 S′ 的交。

接下来用反证法，假设
∩
S = ∅，则 I −

∩
S = I，于是

I =
∪
J∈S

(I − J).

对于 J = [c, d]，定义 J ′ = (a− 1, c)、J ′′ = (d, b+ 1)，则 {J ′, J ′′} 覆盖 I − J，

于是 {J ′, J ′′ | J ∈ S} 覆盖 I。根据有限覆盖性质，存在这个开覆盖的一个子覆

盖，设它为 {J ′
1, . . . , J

′
k, J

′′
k+1, . . . , J

′′
n}，那么

{J ′
1, J

′′
1 , . . . , J

′
n, J

′′
n}

也是一个有限子覆盖，所以有

∅ = I −
n∪

j=1

(
J ′
j ∪ J ′′

j

)
=

n∩
j=1

(I − (J ′
k ∪ J ′′

k )) =
n∩

j=1

Jk,

这与 S 的任何有限子集都有非空的交矛盾。 □
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