
数学分析（1）：第 12 次习题课

刘思齐

1. 设 a > b > 0，定义 a0 = a、b0 = b，以及

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
an bn.

再定义

I(a, b) =

∫ π
2

0

dθ√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

,

求证：

i) 对任意的 n ∈ N，I(a, b) = I(an, bn)。

ii) 设 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = A，则 I(a, b) = π
2A。

（注：因为数列 {an}、{bn} 收敛非常快，所以过去的人们用这种方法计算椭圆
积分。对于第二类、第三类椭圆积分也有类似的方法。极限 A 叫做正数 a、b 的

算术—几何平均，本身也是个有趣的数学对象。）

解答： i) 只需证 I(a, b) = I(a1, b1)。设 x = b tan θ，则有

I(a, b) =

∫ ∞

0

dx√
(x2 + a2)(x2 + b2)

,

再设 x = t+
√
t2 + b21，于是 t =

x2−b21
2 x ，dx = x√

t2+b21
dt，且

(x2 + a2)(x2 + b2) = 4x2 (t2 + a21),

由此不难得到

I(a, b) =

∫ +∞

−∞

1

2x
√
t2 + a21

x√
t2 + b21

dt = I(a1, b1).

ii)因为 I(a, b) = I(b, a)，所以只需证 I(a, b)关于 a连续。设 a1 > b，a2 > b，

则有

|I(a1, b)− I(a2, b)|

≤
∫ π

2

0

∣∣∣∣√a21 cos2 θ + b2 sin2 θ −
√
a22 cos2 θ + b2 sin2 θ

∣∣∣∣√
a21 cos2 θ + b2 sin2 θ

√
a22 cos2 θ + b2 sin2 θ

dθ

≤
∫ π

2

0

|a1 − a2| cos θ
b2

dθ =
|a1 − a2|

b2
,
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所以 I(a, b) 关于 a 连续。 □

2. 计算广义积分 ∫ ∞

0

e−x2

dx.

（提示：利用 1− x2 < e−x2

< 1
1+x2 (0 < x < 1) 和 Wallis 公式。）

解答： 由广义积分定义及换元法可得：∫ ∞

0

e−x2

dx = lim
n→∞

∫ n

0

e−x2

dx = lim
n→∞

n

∫ 1

0

e−n2 x2

dx

由 e−x2

< 1
1+x2 得： ∫ 1

0

e−n2 x2

dx <

∫ 1

0

dx
(1 + x2)n2 ,

设 x = tan θ，则有∫ 1

0

dx
(1 + x2)n2 =

∫ π
4

0

cos2n
2−2 θdθ <

∫ π
2

0

cos2n
2−2 θdθ =

(2n2 − 3)!!

(2n2 − 2)!!

π

2
.

由 e−x2

> 1− x2 得： ∫ 1

0

e−n2 x2

dx >

∫ 1

0

(1− x2)n
2

dx,

设 x = sin θ，则有：∫ 1

0

(1− x2)n
2

dx =

∫ 1

0

cos2n
2+1 θdθ =

(2n2)!!

(2n2 + 1)!!
.

由 Wallis 公式可得

lim
n→∞

n
(2n2 − 3)!!

(2n2 − 2)!!

π

2
= lim

n→∞
n

(2n2)!!

(2n2 + 1)!!
=

√
π

2
,

所以原积分的值就是
√
π
2 。 □

3. 计算广义积分 ∫ ∞

0

sinx

x
dx.

（提示：考虑
∫ π

0

sin(n+ 1
2 )x

2 sin( 1
2 )x

dx。）
解答： 利用三角恒等式不难证明：∫ π

0

sin(n+ 1
2 )x

2 sin( 12 )x
dx =

∫ π

0

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kx
)

dx =
π

2
.

所以有

lim
n→∞

∫ π

0

sin(n+ 1
2 )x

2 sin( 12 )x
dx =

π

2
.
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另一方面，设

f(x) =

{
1
x − 1

2 sin( 1
2 )x

, x ̸= 0;

0, x = 0,

则 f(x) 在 [0, π] 上连续，所以由 Riemann 引理，

lim
n→∞

∫ π

0

f(x) sin(n+
1

2
)xdx = 0,

与前一极限相加得：

π

2
= lim

n→∞

∫ π

0

sin(n+ 1
2 )x

x
dx = lim

n→∞

∫ (n+ 1
2 )π

0

sinx

x
dx =

∫ ∞

0

sinx

x
dx.

□

4. 计算无穷级数
∞∑
k=1

1

k2

（提示：考虑 In =
∫ π

2

0
t2 cos2n tdt。）

解答： 从
∫ π

2

0
cos2n tdt 出发分部积分两次不难得出如下递推关系：∫ π

2

0

cos2n tdt = −2n2In + (2n2 − n)In−1,

该式又可写为：
(2n)!!

(2n− 1)!!
In − (2n− 2)!!

(2n− 3)!!
In−1 = −π

4

1

n2
.

累加得：

(2n)!!

(2n− 1)!!
In = I0 −

π

4

n∑
k=1

1

k2
=

π

4

(
π2

6
−

n∑
k=1

1

k2

)
.

利用不等式 t < π
2 sin t 不难证明

0 <
(2n)!!

(2n− 1)!!
In <

π3

8

1

2n+ 2
,

最后，求 n → ∞ 的极限即可。 □

5. 设 γ : [a, b] → R2, t 7→ γ(t) = (x(t), y(t)) 是一条连续可导的简单闭曲线。我

们课上已经证明，它所围区域的面积 A 和它的长度 L 可按如下公式计算：

A =
1

2

∫ b

a

(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt, L =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

求证：

i) 面积还可通过如下公式计算：

A =

∫ b

a

x(t)y′(t)dt, 或 A = −
∫ b

a

x′(t)y(t)dt.
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ii) 若 ϕ : [α, β] → [a, b] 连续可导，严格单调增，且 ϕ(α) = a、ϕ(β) = b，记

x̃(s) = x(ϕ(s))、ỹ(s) = y(ϕ(s))，则有

A =
1

2

∫ β

α

(x̃(s)ỹ′(s)− x̃′(s)ỹ(s))ds, L =

∫ β

α

√
x̃′(s)2 + ỹ′(s)2ds.

即面积和长度与参数化的选取无关。

iii) 若 x′(t)2 + y′(t)2 > 0，则称 γ 是正则的。对于正则曲线 γ，定义

s(t) =
2π

L

∫ t

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt,

则 s(t) 连续可导且严格单调，它的逆给出一个满足 ii) 中条件的映射 ϕ :

[0, 2π] → [a, b]，于是我们可定义曲线 γ 的一个新参数化 s 7→ (x̃(s), ỹ(s))。

在此参数化下，我们有
√

x̃′(s)2 + ỹ′(s)2 = L
2π。

　　参数 s（或它的正实数倍）叫弧长参数，我们以下假设最初的参数 t

就是弧长参数，且满足
√

x′(t)2 + y′(t)2 = L
2π。

iv)（Wirtinger 不等式）设 f : R → R 是以 2π 为周期的连续可导函数，且满

足
∫ 2π

0
f(t)dt = 0，则 ∫ 2π

0

f ′(t)2dt ≥
∫ 2π

0

f(t)2dt,

等号成立当且仅当 f(t) = a cos t+ b sin t。

v) 等周不等式成立：4π A ≤ L2，等号成立当且仅当 γ 是一个圆。

解答： i)、ii)、iii) 都显然，我们下面只证 iv) 和 v)。
iv) 首先说明，存在一个 t0 ∈ [0, π) 满足 f(t0) = f(t0+π)。若 f(0) = f(π)，

则取 t0 = 0即可。若 f(0) ̸= f(π)，设 g(t) = f(t)−f(t+π)，则有 g(0)g(π) < 0，

由连续函数的介值性质，存在一个 t0 ∈ (0, π)，使得 g(t0) = 0。

接下来，设 c = f(t0) = f(t0 + π)，不难证明如下恒等式：

f ′2 − (f − c)2 − (f ′ − (f − c) cot(t− t0))
2
=
(
(f − c)2 cot(t− t0)

)′
.

由 f 的可导性及 L’Hôpital 法则易知 (f − c)2 cot(t− t0) 在 t = t0 和 t = t0 + π

处都是连续的，因此有∫ 2π

0

f ′(t)2dt−
∫ 2π

0

(f(t)− c)2dt ≥
(
(f − c)2 cot(t− t0)

)∣∣2π
0

= 0.

所以 ∫ 2π

0

f ′(t)2dt−
∫ 2π

0

f(t)2dt ≥ 2π c2 ≥ 0.

等号成立当且仅当 c = 0，且 f ′(t) = f(t) cot(t−t0)，于是有 f(t) = A sin(t−t0)。
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v) 首先，通过平移坐标原点可使得
∫ 2π

0
x(t)dt = 0。接下来

L2 − 4π A

=2π

∫ 2π

0

(x′2 + y′2)dt− 4π

∫ 2π

0

xy′dt

=2π

∫ 2π

0

(x′2 − x2 + (y′ − x)2)dt

≥2π

∫ 2π

0

(x′2 − x2)dt ≥ 0.

等号成立当且仅当 x(t) = a cos t+ b sin t, y′(t) = x(t)，所以是一个圆。 □
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