
数学分析（1）期末试题 卷 A 2015.01.16

一、（10 分）求极限
lim
x→0

(cosx)1/x
2

.

二、（10 分）设函数 f 在区间 I 上二阶可导，且

f(x) ≥ 1

e
, f ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I.

求证：f(x) log(f(x)) 是 I 上的凸函数（这里 log 是以 e 为底的对数）。

三、（15 分）设函数 f 在区间 [0, 1] 上可导。假设 f 在 [0, 1] 上有无限多个
互不相同的零点 x1, x2, x3, . . .。求证：f 与 f ′ 有公共零点。

四、（15 分）设 [a, b] 为有界闭区间，函数 f 在 [a, b] 上连续。

(1) 设 c ∈ (a, b) 并设 f 分别在 (a, c) 和 (c, b) 上可导。求证：存在
ξ ∈ (a, c) ∪ (c, b) 使得

|f(b)− f(b)| ≤ |f ′(ξ)|(b− a). (∗)

(2) 一般地，设 S = {x1, x2, . . . , xn} ⊆ (a, b)，且 f 在 (a, b)− S 上
可导。求证：存在 ξ ∈ (a, b)− S 使得不等式 (∗) 成立。

五、（15 分）设 n 为正整数。

(1) 设函数 f ∈ C2n+1(R) 满足 f (k)(x) > 0, x ∈ R, 0 ≤ k ≤ 2n + 1。
求证：f 的偶数次 Taylor 多项式恒正，即对任意的 x ∈ R，有

P2n(x) := f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)x2

2
+ · · ·+ f (2n)(0)x2n

(2n)!
> 0.

（提示: 对 x ≥ 0 和 x < 0 的情形分别讨论。）
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(2) 求证：对任意的 x ∈ R，有

1 + x+
x2

2
+ · · ·+ x2n

(2n)!
> 0.

六、（15 分）设函数 f 在 [0, 1] 上二阶可导且 M := sup
x∈[0,1]

|f ′′(x)| < ∞。求

证：
|f ′(x)| ≤ |f(1)− f(0)|+ M

2
, ∀x ∈ [0, 1].

七、（10 分）计算广义积分 ∫ 1

0

dx
6 x1/6 (x1/3 + x1/2)

.

八、（10 分）设 [a, b] 为有界闭区间，函数 f 在 [a, b] 上严格单调增且
0 ≤ f(x) ≤ 1，∀ x ∈ [a, b]。求证：

lim
n→∞

∫ b

a

(f(x))ndx = 0.

九、（附加题 10 分）设 f(x) = tanx− x。

(1) 设 0 < β1 < β2 < β3 < · · · 是 f(x) = 0 的所有正根，求证：

lim
n→∞

(βn − nπ) =
π

2
.

(2) 求证：当 n ̸= m 时，∫ 1

0

sin(βn x) sin(βm x)dx = 0.
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