
数学分析（2）：第 3 次习题课

刘思齐

1. 设 D 是 Rn 中的开集，求证：D 连通当且仅当 D 道路连通。
解答： 道路连通可推出连通，所以只需证明 Rn 中的区域是道路连通的。

任取 x0 ∈ D，设 A = {x ∈ D |存在道路连接 x 和 x0}。设 x ∈ A，因为 D

开，所以存在 δ > 0，使得 Bδ(x) ⊆ D。Bδ(x) 中的任意点 y 都可通过直线段与
x 相连，因为存在道路连接 x 和 x0，所以将两条道路接起来就可得到从 x0 到
y 的道路，所以 Bδ(x) ⊆ A，因此 A 是开集。另一方面，设 {xk} 是 A 中的点
列，它们收敛到某 x ∈ D。类似的，我们先选取一个 δ > 0 使 Bδ(x) ⊆ D，然
后，根据收敛的性质，必存在某个 xk ∈ Bδ(x)。现在，x0 到 xk 存在道路，xk

可以通过直线段和 x 相连，因此 x ∈ A，这说明 A 是闭集。综上所述，A 是 D

中既开又闭的非空子集，因为 D 连通，所以 D = A，因此 D 道路连通。 □
（注：这个问题的证明方法是处理有关区域的性质的典型方法，我们课堂上

已经举过一个例子，这里再举一个。）

2. （高维 Rolle 定理）设 D 是 Rn 中的有界区域，f : D̄ → R 连续且在 D 上
可微。求证：若 f 在 ∂D 上恒为零，则存在 x0 ∈ D 使得 f ′(x0) = 0。
解答： 因为 D̄ 是紧集，所以 f 必在 D̄ 上达到极大值或极小值。若存在 x ∈ D

使 f(x) > 0，则极大值必然不在边界上取到，于是，根据 Fermat 引理，在极大
值点处就有 f ′ = 0。同理，若存在 x ∈ D 使 f(x) < 0，则极小值点即是所求。
若对任意的 x ∈ D 有 f(x) = 0，那么在 D 的每一点处都有 f ′ = 0。 □

3. 举例说明：在反函数定理中，如果 f 仅可微，而非连续可微，则定理不成立。
解答： 我们需要构造这样的函数：它在某点处导数存在但不连续、导数值非
零，且在该点附近不是微分同胚。下面这个函数就是这样的例子：

f(x) =

{
x
2 + x2 sin 1

x , x ̸= 0;

0, x = 0.

易知

f ′(x) =

{
1
2 + 2x sin 1

x − cos 1
x , x ̸= 0;

1
2 , x = 0.

注意 f ′(x) 在 x = 0 附近无限次变号，所以在 x = 0 的任意邻域内 f 不单调，
所以不可能是双射，因此也就不是微分同胚。 □
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4. 求如下 Rn 中的球坐标变换的 Jacobi 行列式：

x1 = r cos θ1,

x2 = r sin θ1 cos θ2,

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

· · · · · ·

xn−1 = r sin θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2 cos θn−1,

xn = r sin θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2 sin θn−1.

解答： 设相应的行列式为 Jn(r, θ1, . . . , θn−1)，我们将通过一个简单的坐标变
换将问题化为一个递推关系。设 u = r cos θ1, v = r sin θ1，则有：

∂(x1, . . . , xn)

∂(r, θ1, . . . , θn−1)
=

∂(x1, . . . , xn)

∂(u, v, θ2, . . . , θn−1)

∂(u, v, θ2, . . . , θn−1)

∂(r, θ1, . . . , θn−1)
,

经过简单的计算，上式给出

Jn(r, θ1, . . . , θn−1) = r Jn−1(v, θ2, . . . , θn−1),

然后不难用归纳法证明

Jn(r, θ1, . . . , θn−1) = rn−1 sinn−2 θ1 sinn−3 θ2 · · · sin θn−2.

□
（注：此行列式以后大有用处。另外，如果不用这种变换法，也可通过观察

要计算的行列式直接发现上述递推关系。）

5. 设 D 是 Rn 中的区域，K 是 D 中的一个紧集。f : D → Rn 连续可微，满足
f 在 K 上是单射，且 det f ′ 在 K 上恒不为零。求证：存在 D 中包含 K 的开
集 U，使得 f : U → f(U) 是同胚，且其逆 f−1 连续可微。
解答： 首先考虑函数 g : K → R，g(x) = d(x, ∂D)，它是紧集上的连续函数，
所以必在某点 x0 达到最小值。若 g(x0) = 0，因为 ∂D 闭，所以必有 x0 ∈ ∂D。
但 K ∩ ∂D = ∅，矛盾。所以必有 g(x0) > 0。我们记 d0 = g(x0)。

接下来，定义 Km = {x ∈ D | d(x,K) ≤ d0

m }，其中 m = 2, 3, . . .。显然
Km 都是 D 中包含 K 的紧集，下证：当 m 充分大时，f 在 Km 上是单射。假
设结论不真，那么对任意的 m ≥ 2，存在一对 xm, ym ∈ Km，满足 xm ̸= ym，
且 f(xm) = f(ym)。根据极限点定理，我们不妨假设 {xm}, {ym} 已经选为
它们的收敛子列，并设 xm → x1、ym → y1。因为 Km 都是闭集，所以必有
x1, y1 ∈

∩
m≥2 Km = K。根据 f 的连续性，应有 f(x1) = f(y1)；因为 f 在 K

上单，所以必有 x1 = y1。注意 det f ′(x1) ̸= 0，根据反函数定理，f 在 x1 的一
个邻域内是单射。但是，这个邻域内必然会包含一对 xm、ym，矛盾！

用上面类似的方法可以证明：当 m 充分大时，det f ′ 在 Km 上恒不为零，
此处略。

2



最后，对一个充分大的 m，选取 U = K̊m，则 f 在 U 上单，且 det f ′ 在
U 上恒不为零，所以 f 在 U 上是微分同胚。 □
（注：当 K 为单点集时，上述结论退化为反函数定理，所以它可视为反函

数定理中的点 x0 变胖成为紧集 K 的推广。这里采用的证明方法对于区域中的
紧子集是非常典型的。这类问题很难用紧集的有限覆盖性质证明，用极限点则
方便得多。）
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