
数学分析（2）：第 5 次习题课

刘思齐

1. 设 D 是 Rn 中的区域，f : D → D 连续可微。若 f 满足对任意的 x ∈ D，
f(f(x)) = f(x)。求证：M = f(D) 是一个流形。
解答： 设 x0 是 M 中的任意一点，根据秩定理，我们只需证明存在 x0 在 D

中的开邻域 U，使得 f 在 U 上的秩是一个与 x0 无关的常数。
设 A = f ′(x0)、rank(A) = k。因为 x0 ∈ M，所以存在 y0 ∈ D，使得

x0 = f(y0)，于是 f(x0) = f(f(y0)) = f(y0) = x0。根据条件 f(f(x)) = f(x) 以
及复合函数求导法则，我们有 A2 = A，于是

rank(A) + rank(I −A) = n.

当 x0 变为它附近的 x ∈ M 时，上式仍然成立（需将 A 替换为 rankf ′(x)），而
两个秩只能增加不能减少，所以对任意的 x ∈ M 都有 rank(f ′(x)) = k（这里还
用到 M 是连通的，因为它是连续函数 f 在连通集合 D 上的像）。

另一方面，取 x0 的充分小的邻域 U 使得对任意的 x ∈ U，有 rank(f ′(x)) ≥
rank(f ′(x0))。根据条件 f(f(x)) = f(x) 以及秩的性质，我们有

rank(f ′(x)) = rank(f ′(f(x))f ′(x)) ≤ rank(f ′(f(x))) = k,

所以对任意的 x ∈ U 都有 rank(f ′(x)) = k。 □

2. 设 D 是 Rn 中的凸区域，f ∈ C2(D)。求证：f 是凸函数当且仅当对于任意
的 x ∈ D，f 在 x 处的 Hesse 矩阵 Hf (x) 是半正定的。特别地，如果对于任意
的 x ∈ D，Hf (x) 正定，则 f 严格凸。反之，如果 f 严格凸，你能否举出一个
例子，其 Hf (x) 不是处处正定的？
解答： 先证充分性：设 x, y ∈ D，根据 Lagrange 余项的 Taylor 公式，我们有

f(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) +
1

2
(y − x)THf (ξ)(y − x),

其中 ξ 是连接 x, y 的线段上的某一点。若 Hf (ξ) 半正定，则 f(y) ≥ f(x) +

f ′(x)(y − x)，所以 f 凸。若正定，则严格凸。
再证必要性：假设在某点 x 处 Hf (x) 不是半正定的，于是存在 h ∈ Rn 使

得 hTHf (x)h < 0。考虑 Peano 型余项的 Taylor 公式：

f(x+ t h) = f(x) + f ′(x)(t h) +
t2

2
hTHf (x)h+ o(t2),
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当 t 充分小时，可使后两项之和小于零，于是 f(x+ t h) > f(x)+ f ′(x)(t h)，这
与 f 凸矛盾，

最后，严格凸但不处处正定的例子：f(x) = x4。它显然严格凸，但在 x0 = 0

时，二阶导数为零。 □

3. 设 D 是 Rn 中的凸区域，f ∈ C2(D) 满足对于任意的 x ∈ D，Hf (x) 正定。
设 x0 ∈ D 是 f 的一个局部极小点。求证：

i) x0 是 f 在 D 内的唯一整体极小点；

ii) 设 q ∈ f(D) 不是 f 的最小值，则 M = f−1(q) 是一个超曲面。

解答： i) 假设有另一个点 x1 满足 f(x1) ≤ f(x0)。根据前一题，f 严格凸，于
是对任意的 t ∈ (0, 1)，有

f((1− t)x1 + tx0) < f(x0) + (1− t)(f(x1)− f(x0)).

当 t 充分接近 1 时，(1− t)x1 + tx0 充分靠近 x0，因为 x0 是局部极小，所以应
有 f(x0) ≤ f((1− t)x1 + tx0)。另一方面，(1− t)(f(x1)− f(x0)) ≤ 0，所以我
们得到 f(x0) < f(x0)，矛盾。

ii) 只需说明 q 是正则值，或者等价地，只需说明 M 中的点不是驻点。根
据 i)，f 在 D 中的驻点只有 x0，而 f(x0) ̸= q。 □

4. （Legendre 变换）设 D 是 Rn 中的凸区域，f ∈ C2(D) 满足对于任意的
x ∈ D，Hf (x) 正定。

i) 求证：对于每一点 x0 ∈ D，存在它的开邻域 U，以及 Rn 中的开集 V，使
得映射

ϕ : U → V, (x1, . . . , xn) 7→ (ξ1, . . . , ξn)

是一个微分同胚，其中 ξi =
∂f
∂xi

(x1, . . . , xn)。

ii) 在 V 上定义函数

f̃ : V → R, (ξ1, . . . , ξn) 7→
n∑

i=1

ξixi − f(x1, . . . , xn),

其中 (x1, . . . , xn) = ϕ−1(ξ1, . . . , ξn)，计算 f̃ 的 Hess 矩阵 Hf̃ (ξ)，并证明
Hf̃ (ξ) 是正定的。

iii) 上述变换 (x, f) 7→ (ξ, f̃) 叫做 Legendre 变换。求证：若对 (ξ, f̃) 再做一
次 Legendre 变换则回到 (x, f)。

解答： i) ϕ 的 Jacobi 行列式就是 f 的 Hesse 矩阵。因为 Hf 正定，所以非退
化，于是根据反函数定理，ϕ 是局部微分同胚。
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ii) 直接计算可得

∂f̃

∂ξk
= xk +

n∑
i=1

ξi
∂xi

ξk
−

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂xi

∂ξk
= xk,

于是，

Hf̃ (ξ) =

(
∂2f̃

∂ξk∂ξl

)
=

(
∂xk

∂ξl

)
=

(
∂ξl
∂xk

)−1

= Hf (x)
−1.

因为 Hf (x) 正定，所以 Hf̃ (ξ) 正定（若对称矩阵 A 正定，则对于任意的 x，
xTA−1x = xT (A−1)TAA−1x = (A−1x)TA(A−1x) > 0）。

iii) 前面已经证明过 ∂f̃
∂ξk

= xk，所以结论几乎是显然的。 □

5. 构造一个光滑函数 f : R2 → R，使得它在 R2 上有唯一的驻点，且这个驻点
是极大值点，但不是整个 R2 上的最大值点。
解答： 设

f(x, y) = 2 arctan3 x− 2 arctan2 x+
1

8
arctanx arctan y − 1

64
arctan2 y.

驻点满足的方程为：

∂f

∂x
=

48u2 − 32u+ v

8(1 + x2)
= 0,

∂f

∂y
=

4u− v

32(1 + y2)
= 0,

其中 u = arctanx、v = arctan y。从中可解出 (u, v) = (0, 0) 或 ( 7
12 ,

7
3 )，但

7
3 > π

2，所以唯一的驻点就是 (x, y) = (0, 0)。
接下来可进一步计算出驻点 (0, 0) 处的 Hesse 矩阵：

Hf (0, 0) =

(
−4 1

8
1
8 − 1

32

)
,

它是正定的，所以 (0, 0) 是局部极大值点，相应的局部极大值为 f(0, 0) = 0。
最后，比如 f(tan 1, tan 1) = 7

64 > 0，所以 0 不是整个定义域上的最大值。
事实上，在这个例子中，最大值是取不到的。 □
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