
数学分析（2）：第 6 次习题课

刘思齐

1. 已知物理量 Y 与物理量 X1, . . . , Xn 满足线性关系：

Y = a1 X1 + · · ·+ xn Xn.

现有实验数据点 (yi;xi,1, . . . , xi,n)，i = 1, . . . ,m，满足 m ≥ n。请问：当这些
数据点满足何种条件时，可求出唯一的 a1, . . . , an 使得如下误差

u(a1, . . . , an) =

m∑
i=1

yi −
n∑

j=1

ajxi,j

2

最小。
解答： 记 A = (a1, . . . , an)

T，X = (xi,j)i=1,...,m; j=1,...,n，Y = (y1, . . . , ym)T，
则

u = (Y −X A)T (Y −X A).

记 ∂u
∂A = ( ∂u

∂a1
, . . . , ∂u

∂an
)T，不难求出

∂u

∂A
= 2(XT X A−XT Y ) = 0.

若 det(XT X) ̸= 0，则上述方程有唯一解，即为 u 的唯一驻点 A0。接下来，u

的 Hesse 矩阵为
Hu = 2XTX,

它总是一个半正定矩阵，且当 det(XT X) ̸= 0 时正定，此时 A0 即为所求。
所以数据点应满足 det(XT X) ̸= 0。 □
（注：这就是所谓的最小二乘法，是多元统计的基础。）

2. 求函数 f(x, y) = 2x2 + 12x y + y2 在闭区域

D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 4 y2 ≤ 25}

上的最大、最小值。
解答： 参见教科书第 433 页的例 4（因为是非常典型的一类问题，所以包含
在这里）。 □
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3. 设 D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}，u : D̄ → R 在 D̄ 上连续，在 D 上二阶
可微，且满足

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= u.

求证：

i) 若在 ∂D 上 u ≥ 0，则在 D 上亦有 u ≥ 0；

ii) 若在 ∂D 上 u > 0，则在 D 上亦有 u > 0。

解答： 连续函数 u 在紧集 D̄ 上必能达到最大值和最小值。
i) 假设存在一点 (x0, y0) ∈ D 使得 u(x0, y0) < 0，于是 u 在 D̄ 上的最小

值必在 D 内取到。在最小值点处，u 的 Hesse 矩阵应正定，于是必有 uxx > 0，
uyy > 0。但 uxx + uyy = u < 0，矛盾。

ii) 设 u 在 D̄ 上的最小值为 m。设函数 u0 = ex + ey 在 D̄ 上的最大值为
M。取一个 ε > 0 使得 m − εM > 0。考虑函数 ũ = u − ε u0，它满足第 i) 条
的条件，所以 ũ ≥ 0，于是 u ≥ εu0 > 0。 □

4. 设 α, β, γ, δ > 0，D = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0}，

f(x, y) = α logx− β x+ γ log y − δ y.

i) 求证：函数 f 在 D 上具有唯一极大值 V0。

ii) 对于任意的 V < V0，求在约束条件 f(x, y) = V 下 u(x, y) = x 和
v(x, y) = y 的最大值和最小值。

解答： i) 易知函数 −f 在 D 上有唯一驻点
(

α
β ,

γ
δ

)
，且严格凸，所以 f 有唯

一极大值
V0 = α log α

β
− α+ γ log γ

δ
− γ.

ii) 利用 Lagrange 乘子法不难求出 u 的极值点满足 y0 = γ
δ，相应的最大

最小值即方程 f(x, y0) = V 的两个根（利用凸性可证明有且仅有两根）。利用
Lambert 函数 W (z) 可表示出这两个根来。函数 v 同理。 □
（注：这个例子给出了 Lotka-Volterra 方程的解曲线，这是一个二元一阶非

线性常微分方程，经常用来描述自然界中掠食者与猎物数量的周期性变化。）

5. 设 P : C → C 是一个非常值多项式。D ⊂ C 是一个有界闭区域。求证：函数
f : D → R, z 7→ |P (z)| 的最大值一定在 ∂D 上取到。
解答： 假设最大值在 z0 ∈ D̊ 处取到，根据课堂上证明的多项数函数的开映射
定理，P 将 z0 的某个开邻域 U 映为 P (z0) 的开邻域 V，在 V 中不难找到一
点 w1 使得 |w1| > f(z0)，设 z1 ∈ U 使得 w1 = P (z1)，于是 f(z1) > f(z0)，矛
盾。 □
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