
重积分换元公式

刘思齐

在这份讲义中，我们给出如下定理的证明。

定理 设 Dx、Dt 是 Rn 中的两个 Jordan 可测闭区域，ϕ : Dt → Dx 是连续可
微的微分同胚，设 ψ : Dt → R 为 t 7→ | detϕ′(t)|，f : Dx → R，则有：

i) f ∈ R(Dx) ⇔ f ◦ ϕ · ψ ∈ R(Dt)；

ii) f ∈ R(Dx) ⇒
∫
Dx

f(x)dx =
∫
Dt
f(ϕ(t))ψ(t)dt。

第 i) 条的证明是简单的，只需利用 Lebesgue 可积性定理即可。
证明： i) 只需证明必要性，因为充分性可由必要性方向应用于微分同胚 ϕ−1 和
函数 f ◦ ϕ · ψ 得到。根据定理的条件，Dt 紧、ψ 连续，所以 ψ 在 Dt 上有界。
f ∈ R(Dx) 说明 f 有界，于是 f ◦ ϕ · ψ 也有界。根据复合函数的连续性，若 f

在 x ∈ Dx 处连续，则 f ◦ ϕ 在 t = ϕ−1(x) 处也连续，所以 f ◦ ϕ 的不连续点一
定是 ϕ−1(D(f)) 的子集，其中 D(f) 表示 f 的不连续点集。根据 Lebesgue 可
积性判据，D(f) 是零测集；因为 ϕ−1 是连续可微的，所以 ϕ−1(D(f)) 也是零
测集，于是 f ◦ ϕ 的不连续点构成一个零测集，所以 f ◦ ϕ Riemann 可积，再乘
以连续函数 ψ 后当然还是 Riemann 可积的。 □

第 ii) 条则较难，我们需要准备一些引理。

引理 1 若能证明
µ(Dx) ≤

∫
Dt

ψ(t)dt, (1)

则定理的第 ii) 条成立，其中 µ 表示一个 Jordan 可测集的 Jordan 测度。

证明： 换元公式关于 f 是线性的，所以只要证明它对 f1、f2 成立，就能知道
它对 f = f1 + f2 也成立。特别地，任何函数 f 可分解为

f = f+ − f−, 其中 f± =
|f | ± f

2
,

而 f± ≥ 0，所以我们不妨假设 f ≥ 0。
取一个闭区间 I 使得 Dx ⊆ I。因为 Dx Jordan 可测且紧，所以对任意的

ε > 0，存在开区间 I1, . . . , IN，使得

∂Dx ⊆ I1 ∪ · · · ∪ IN , 且
N∑

α=1

µ(Iα) <
ε

Mf
,
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其中 Mf = sup{f(x) | x ∈ Dx}。延长 I1, . . . , IN 的边界可得 I 的一个网格分
划，记为 P0。

对 I 的任意分划 P，记 P̃ = P + P0 是 P 和 P0 的公共加细，则 P̃ 中的小
区间可分为三类：

P1 = {J ∈ P̃ | ∃α ∈ {1, . . . , N}, s.t. J ⊆ Iα},

P2 = {J ∈ P̃\P1 | J ⊆ Dx},

P3 = {J ∈ P̃\P1 | J ⊈ Dx}.

设 f̃ : I → R 是 f 在 I 上的零延拓。对于 J ∈ P̃，定义 fJ = inf{f̃(x) | x ∈ J}，
则有

S(f̃ , P ) ≤ S(f̃ , P̃ ) =

(∑
J∈P1

+
∑
J∈P2

)
fJµ(J)

≤Mf

N∑
α=1

µ(Iα) +
∑
J∈P2

∫
J

fJdx

<ε+
∑
J∈P2

∫
ϕ−1(J)

fJψ(t)dt

≤ε+
∫
ϕ−1

( ∪
J∈P2

J

) f(ϕ(t))ψ(t)dt

≤ε+
∫
Dt

f(ϕ(t))ψ(t)dt.

对上式先取 ∥P∥ → 0 的极限、再取 ε→ 0 的极限得：∫
Dx

f(x)dx ≤
∫
Dt

f(ϕ(t))ψ(t)dt.

最后，再对微分同胚 ϕ−1 和函数 f ◦ ϕ · ψ 应用上式，得：∫
Dt

f(ϕ(t))ψ(t)dt ≤
∫
Dx

f(ϕ(ϕ−1(x)))ψ(ϕ−1(x))| det(ϕ−1)′(x)|dx.

根据反函数定理，上式右端正是
∫
Dx

f(x)dx，于是换元公式成立。 □

引理 2 若 ϕ 是可逆线性变换，记 A = | detϕ′|，则

µ(Dx) = Aµ(Dt).

证明：当 Dt 是一个闭区间时，我们已经用 Fubini 定理证明过这个公式。若考
虑 ϕ−1 : Dx → Dt，则当 Dx 是闭区间时上式仍成立。

对于一般的 Jordan 可测闭区域 Dx，取闭区间 I 使得 Dx ⊆ I。对 I 的任
一分划 P，P 中的小区间可分为三类：

Q1 = {J ∈ P | J ∩ ∂Dx ̸= ∅},

Q2 = {J ∈ P | J ⊆ Dx},

Q3 = {J ∈ P | J ∩Dx = ∅}.
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设 χ : I → R 是 Dx 的指示函数，则

S(χ, P ) =
∑
J∈Q2

µ(J), S(χ, P ) =
∑

J∈Q1∪Q2

µ(J).

注意 µ(J) = Aµ(ϕ−1(J))，所以有

A−1 S(χ, P ) =
∑
J∈Q2

µ(ϕ−1(J)) = µ

ϕ−1

 ∪
J∈Q2

J

 ≤ µ(Dt).

对上式取 ∥P∥ → 0 的极限可得 µ(Dx) ≤ Aµ(Dt)。对 S(χ, P ) 做类似计算可得
µ(Dx) ≥ Aµ(Dt)，于是等号成立。 □

在接下来的证明中，我们将用一些立方体覆盖所关心的区域，然后考虑立
方体在微分同胚下的体积变化。这种计算在以前证明连续可微映射将零测集映
为零测集时曾经做过。不过那时候对体积变化的估计比较粗糙，因为当时只要
证明像集的体积不大于原来立方体的体积乘以一个固定的常数倍就够了，这个
常数倍数不做到最优也能保证零测性质成立。但是在接下来的证明中，我们要
证的不是零测性质，而是估计测度的大小，这时就需要更精细的体积估计。为
了做到这一点，需要将原来而欧式范数换成无穷范数。

定义 对于 x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn，定义 ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|。

练习

i) 求证：∥·∥∞ 是一个范数。

ii) 设 A : Rn → Rm 是一个线性变换，其对应的矩阵为 (aij)。若定义

∥A∥∞ = sup
∥x∥∞=1

∥A(x)∥∞,

求证：∥A∥∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |。

iii) 设 D ∈ Rn 是一个区域，点 x1, x2 ∈ D 满足以 x1, x2 为端点的线段
Ix1,x2 ⊂ D。若函数 f : D → Rm 连续可微，求证：存在 ξ ∈ Ix1,x2，使得

∥f(x1)− f(x2)∥∞ ≤ ∥f ′(ξ)∥∞∥x1 − x2∥∞.

（提示：先对 f 的每个分量应用 Lagrange 中值定理，然后利用第 ii) 条
的结论。若 f 仅可微，结论仍成立，但证明要复杂一些，可参看卓里奇
10.4.1 节。）

引理 3 设 D ⊂ Rn 是一个区域，映射 ϕ : D → Rn 连续可微，C ⊂ D 是一个立
方体，则有：

µ(ϕ(C)) ≤
(

max
t∈J

∥ϕ′(t)∥∞
)n

µ(C).
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证明： 设 C = {x ∈ D | ∥x− x0∥∞ < ℓ
2}，则 µ(C) = ℓn。对于 x ∈ C，

∥ϕ(x)− ϕ(x0)∥∞ ≤ ∥ϕ′(ξ)∥∞∥x− x0∥∞ ≤ max
t∈J

∥ϕ′(t)∥∞
ℓ

2
,

所以 ϕ(C) 位于以 ϕ(x0) 为中心、以 maxt∈J∥ϕ′(t)∥∞ ℓ 为边长的立方体中，所
以有

µ(ϕ(C)) ≤
(

max
t∈J

∥ϕ′(t)∥∞
)n

ℓn.

□
下面我们可以给出换元公式的证明了。

证明： ii) 根据引理 1，只需证明公式 (1) 成立。先任取一个 ε > 0。
1. 设 I0 是一个包含 Dx 的闭区间。因为 Dx Jordan 可测，所以存在开区

间 I1, . . . , IN，使得

∂Dx ⊆ I1 ∪ · · · ∪ IN , 且
N∑

α=1

µ(Iα) < ε.

利用 I1, . . . , IN 的边界构造 I0 的一个网格分划 P0，则 P0 中的闭区间 I 可分
为三类：

P1 = {J ∈ P0 | ∃α ∈ {1, . . . , N}, s.t. J ⊆ Iα},

P2 = {J ∈ P0\P1 | J ⊆ Dx},

P3 = {J ∈ P0\P1 | J ⊈ Dx}.

记 D′
x =

∪
I∈P2

I、D′′
x =

∪
I∈P1∪P2

I，则有 D′
x ⊆ Dx ⊆ D′′

x。另一方面，

µ(D′′
x)− µ(D′

x) =
∑
I∈P1

µ(I) =
N∑

α=1

µ(Iα) < ε,

所以有
µ(D′

x) ≤ µ(Dx) ≤ µ(D′
x) + ε.

接下来我们只需估计 µ(D′
x)。

设 D′
t = ϕ−1(D′

x)，定义

δ1 = inf{∥x− y∥∞ | x ∈ D′
t, y ∈ ∂Dt},

注意 D′
t 是 D̊t 中的紧集，所以必有 δ1 > 0。

2. 考虑如下函数：

η : Dt ×Dt → R, (t1, t2) 7→
(∥∥∥(ϕ′(t1))−1

ϕ′(t2)
∥∥∥
∞

)n
,

它显然是一个连续函数，且满足 η(t, t) = 1。利用连续函数的性质，以及集合
∆ = {(t1, t2) ∈ Dt ×Dt | t1 = t2} 的紧性不难证明如下结论：
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练习 存在 δ2 > 0，使得当 ∥t1 − t2∥∞ < δ2 时，有 |η(t1, t2) − 1| < ε。（提示：
先考虑点 (t1, t2) 到 ∆ 的（无穷范数）距离。）

3. 取一个包含 Dt 的立方体 C0，其边长为 ℓ0。设 ψ̃ : C0 → R是 ψ : Dt → R
的零延拓，则 ψ̃ ∈ R(C0)，于是存在 δ3 > 0，使得对任意满足 ∥P∥∞ < δ3 的分
划 P，以及 P 的任意标记点组 ξ，都有∣∣∣∣S(ψ̃, P, ξ)− ∫

C0

ψ̃(t)dt
∣∣∣∣ < ε.

注意，这里的 ∥P∥∞表示无穷范数下闭区间的“粒度”。设 P = {C1, . . . , CN}，
则 ∥P∥∞ 定义为：

∥P∥∞ = max{diam∞(C1), . . . ,diam∞(CN )},

其中
diam∞(E) = sup{∥x− y∥∞ | x, y ∈ E}.

我们曾经证明过，Rn 上的任何范数都等价于欧氏范数，所以用欧氏范数还是其
它范数衡量区间的大小不会改变 Riemann 积分的定义，只需把正数 δ 乘以一些
只跟空间维数有关的正的常数就可以了。

4. 取一个充分大的自然数 m 使得 ℓ0
m < min(δ1, δ2, δ3)，将 C0 各边 m 等分

得到一个网格分划，记为 Q0，则 Q0 中的元素都是立方体，并且可以分成三类：

Q1 = {C ∈ Q0 | C ∩ ∂Dt ̸= ∅},

Q2 = {C ∈ Q0 | C ⊆ Dt},

Q3 = {C ∈ Q0 | C ∩Dt = ∅}.

根据 δ1 和 m 的取法可知 D′
t ⊆

∪
C∈Q2

C，于是

µ(D′
x) = µ(ϕ(D′

t)) ≤
∑

C∈Q2

µ(ϕ(C)).

5. 对于任一 C ∈ Q2，设 tC 是它的中心，记 A = ϕ′(tC)，它是从 Rn 到
Rn 的可逆线性映射。对于立方体 C 和映射 A−1 ◦ ϕ 应用引理 3 得：

µ
(
A−1 (ϕ(C))

)
≤
(

max
t∈C

∥∥A−1 ◦ ϕ′(t)
∥∥
∞

)n

µ(C) = max
t∈C

(η(tC , t)) µ(C).

根据引理 2，µ
(
A−1 (ϕ(C))

)
= | det(A)|−1µ(ϕ(C)) = ψ(tC)

−1µ(ϕ(C))。另一方
面，根据 δ2 和 m 的取法，应有 η(tC , t) < 1 + ε，所以

µ(ϕ(C)) ≤ (1 + ε)ψ(tC)µ(C).

6. 对 C ∈ Q2 求和得：∑
C∈Q2

µ(ϕ(C)) ≤ (1 + ε)
∑

C∈Q2

ψ(tC)µ(C).
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对于 C ∈ Q1 或 C ∈ Q3，我们总能找到一个 tC /∈ Dt，于是 ψ̃(tC) = 0。所有
tC 构成分划 Q0 的一个标记点组 ξ，且其 Riemann 和恰好为上式右端的和式，
所以 ∑

C∈Q2

µ(ϕ(C)) ≤ (1 + ε)S(ψ̃, Q0, ξ).

根据 δ3 和 m 的取法，

S(ψ̃, Q0, ξ) ≤
∫
C0

ψ̃(t)dt+ ε =

∫
Dt

ψ(t)dt+ ε.

7. 最后，

µ(Dx) ≤ µ(D′
x) + ε ≤ (1 + ε)

∑
C∈Q2

µ(ϕ(C)) + ε

≤(1 + ε)S(ψ̃, Q0, ξ) + ε ≤ (1 + ε)

(∫
Dt

ψ(t)dt+ ε

)
+ ε,

再令 ε→ 0 即得所求结论。 □
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