
数学分析（2）期中试题参考答案

一、（15 分）设 E 是 Rn 的一个非空子集，求证：

i) 若 E 道路连通，则 E 连通；

ii) 若 E 是连通开集，则 E 道路连通。

解答： i)（7 分）假设 E 不连通，于是 E = U ∪V，其中 U、V 是 E 中的
非空开集，且满足 U ∩ V = ∅。任取 x ∈ U、y ∈ V，因为 E 道路连通，所
以存在连续映射 γ : [a, b] → E，满足 γ(a) = x、γ(b) = y。设 U ′ = γ−1(U)、
V ′ = γ−1(V )，因为 γ 连续，所以 U ′、V ′ 是 [a, b] 中的非空开集，且满足
[a, b] = U ′ ∪ V ′、U ′ ∩ V ′ = ∅，于是 [a, b] 不连通，矛盾！

ii)（8 分）任取 x0 ∈ E，设 A = {x ∈ E |存在道路连接 x 和 x0}。设
x ∈ A，因为 E 开，所以存在 δ > 0，使得 Bδ(x) ⊆ E。Bδ(x) 中的任意点 y

都可通过直线段与 x 相连，因为存在道路连接 x 和 x0，所以将两条道路接
起来就可得到从 x0 到 y 的道路，所以 Bδ(x) ⊆ A，因此 A 是开集。另一方
面，设 {xk} 是 A 中的点列，它们收敛到某 x ∈ E。类似的，我们先选取一
个 δ > 0 使 Bδ(x) ⊆ E，然后，根据收敛的性质，必存在某个 xk ∈ Bδ(x)。
现在，x0 到 xk 存在道路，xk 可以通过直线段和 x 相连，因此 x ∈ A，这
说明 A 是闭集。综上所述，A 是 E 中既开又闭的非空子集，因为 E 连通，
所以 A = E，因此 E 道路连通。 □

二、（15 分）设 X 是 Rn 中的紧集，f : X → Rm 是连续的单射，记
Y = f(X)。求证：f 的逆映射 f−1 : Y → X 是连续的。
解答： （证法一）要证明 f−1 连续，只需证明：对于 X 中的任意
闭集 U，(f−1)−1(U) 是 Y 中的闭集。因为 f : X → Y 是双射，所以
(f−1)−1(U) = f(U)，于是只需证明 f 是开映射。因为 U 是闭的，X 是紧
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的，所以 U 也是紧的；因为 f 连续，所以 f(U) 也是紧的，于是 f(U) 是
闭的。
（证法二）假设 f−1 在 y0 ∈ Y 不连续，于是存在 ϵ0 > 0，使得对任

意的 δ > 0，存在 y ∈ Bδ(y0) ∩ Y，使得 ∥f−1(y) − f−1(y0)∥ ≥ ϵ0。依次取
δ = 1

k
(k = 1, 2, . . . )，设相应的 y 为 yk，则 {yk} 是 Y 中收敛到 y0 的点列。

设 f−1(yk) = xk (k = 0, 1, 2, . . . )，因为 X 紧，点列 {xk}存在收敛子列，记
之为 {xkl}，假设 lim

l→∞
xkl = x∗。因为 f 连续，应有

f(x∗) = lim
l→∞

f(xkl) = lim
l→∞

ykl = y0 = f(x0),

因为 f 是单射，所以有 x∗ = x0。但是另一方面，{xk}始终满足 ∥xk−x0∥ ≥
ϵ0，所以它的任何收敛子列不可能以 x0 为极限，矛盾。 □

三、（15分）设 f(x) = x2+p x+q，已知当 (p, q) = (p0, q0)时，方程 f(x) = 0

有两个不等的实根 x1 < x2。

i) 求证：存在 (p0, q0) 在 R2 中的开邻域 U，以及光滑映射：

g : U → R2, (p, q) 7→ (u(p, q), v(p, q)),

使得对任意的 (p, q) ∈ U，有 f(u(p, q)) = f(v(p, q)) = 0，且 u(p0, q0) =

x1、v(p0, q0) = x2；

ii) 计算 g 的 Jacobi 行列式，即 det
(

∂(u,v)
∂(p,q)

)
。

解答： （证法一）根据已知条件，有 p20 − 4 q0 = (x2 − x1)
2 > 0，所以存

在 (p0, q0) 的邻域 U，使得对任意的 (p, q) ∈ U，有 p2 − 4 q > 0。根据二次
方程求根公式

u =
−p−

√
p2 − 4q

2
, v =

−p+
√

p2 − 4q

2

即是所求。接下来通过直接的计算可得 det
(

∂(u,v)
∂(p,q)

)
= 1√

p2−4q
。（注：此做

法显然不能推广到一般的 n 次多项式。）
（证法二）设 (p, q) = (p0, q0)。注意 f(−p0

2
) = −p20−4 q0

4
< 0，所以

xi ̸= −p0
2
，于是 f ′(xi) = 2 xi + p0 ̸= 0。由隐函数定理可知，存在 (p0, q0) 的
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开邻域 Ui 和 xi 的开邻域 Vi，以及映射 gi : Ui → Vi，使得 gi(p0, q0) = xi，
且对任意的 (p, q) ∈ Ui，都有 f(gi(p, q)) = 0。最后，取 U = U1∩U2，u = g1、
v = g2 即可。

要计算 Jacobi 行列式，由隐函数定理可知：
∂gi
∂p

= − gi
f ′(gi)

,
∂gi
∂q

= − 1

f ′(gi)
,

由此不难求出 det
(

∂(u,v)
∂(p,q)

)
= 1

v−u
= 1√

p2−4q
。（注：此做法可推广到一般的

n 次多项式，最后计算 Jacobi 行列式时会出现 f 和 f ′ 的结式。）
（证法三）根据根与系数的关系，p = −u − v、q = u v，由此不难

求出 det
(

∂(p,q)
∂(u,v)

)
= v − u。在 (u, v) = (x1, x2) 处，有 det

(
∂(p,q)
∂(u,v)

)
̸= 0，

所以由反函数定理可知映射 g 的存在性。最后，仍由反函数定理可知
det
(

∂(u,v)
∂(p,q)

)
= 1

v−u
= 1√

p2−4q
。（注：此做法亦可推广到一般的 n 次多项式，

除最后一步要用到结式以外，前面计算根与系数关系的行列式时也需要一
些技巧。）

评分标准：i) 10 分；ii) 5 分。 □

四、（20 分）考虑函数 f : R2 → R2，(x, y) 7→ (u, v) = (ex cos y, ex sin y)。

i) 将 R2 视为 C，求证 f 是一个复解析函数；

ii) 计算 f 的 Jacobi 矩阵的范数，即 ∥∂(u,v)
∂(x,y)

∥；

iii) 设 D = {(x, y) ∈ R2 | x < 0}，求证：对任意的 z1, z2 ∈ D，有

∥f(z1)− f(z2)∥ < ∥z1 − z2∥.

解答： i)（5 分）因为 f 可微，所以只需证明 f 满足 Cauchy-Riemann 方
程。直接计算得：

ux = ex cos y, uy = −ex sin y, vx = ex sin y, vy = ex cos y,

所以 ux = vy、vx = −uy，于是 f 解析。
ii)（7 分）由前一问可知：

J =
∂(u, v)

∂(x, y)
=

(
ex cos y −ex sin y

ex sin y ex cos y

)
.
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根据课堂上讲过的结果，∥J∥ =
√
λmax，其中 λmax 是 JTJ 的最大特征值。

而 JTJ = e2xI，所以 λmax = e2x，于是 ∥J∥ = ex。
iii)（8 分）根据有限增量定理，存在 ξ ∈ Iz1,z2，使得

∥f(z1)− f(z2)∥ ≤ ∥f ′(ξ)∥ ∥z1 − z2∥,

其中 Iz1,z2 表示以 z1、z2 为端点的闭线段。因为 D 是凸的，所以 Iz1,z2 ⊂ D，
于是 ξ ∈ D。根据第 ii) 条，∥f ′(ξ)∥ = eRe(ξ) < 1，所以所求证的不等式成
立。 □

五、（20 分）设 M 是 Rn 中的流形，x0 ∈ Rn\M。定义函数

f : M → R, x 7→ ∥x− x0∥.

i) 若 M 是紧的，求证 f 可取到最大值和最小值；

ii) 试举一例，使得 f 取不到最大值和最小值（只需写出 M 和 x0，无需
证明 M 是流形以及 f 取不到最大、最小值等性质）；

iii) 设 x ∈ M 是 f 的局部极大值（或极小值）点，求证：向量 −→xx0 与 M

在 x 处的切空间 TxM 正交。

解答： i)（5 分）因为 f 是连续函数，所以 f(M) 是 R 中的紧集，于是是
有界闭集。因为有界，所以存在上下确界。因为闭，所以上下确界可以取
到，即最大值和最小值。（此问直接回答连续函数在紧集上能达到最大最
小值亦可。）

ii)（5 分）只需取一个非紧的 M，然后取 x0 是 M 的聚点。例如：

M = {(et cos t, et sin t) | t ∈ R}, x0 = (0, 0).

iii)（10 分）设 x 是 M 的一个局部极值点，M 在 x 附近由方程

ϕ1(x) = 0, . . . , ϕk(x) = 0

给出。根据书上的有关定理，存在 λ1, . . . , λk ∈ R，使得

∇f(x) = λ1 ∇ϕ1(x) + · · ·+ λk ∇ϕk(x).

4



因为每个 ∇ϕi(x) 都与 TxM 正交，所以 ∇f(x) 也与 TxM 正交。另一方面，
不难算出 ∇f(x) = x−x0

f(x)
，所以 −→xx0 与 TxM 正交。 □

六、（15分）设 a > b > 0，f(x, y, z) = (x2+y2+z2)2−2a2(y2+z2−x2)+b4，
M = f−1(0) = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 0}。

i) 求证：对任意的 p ∈ M，∥∇f(p)∥ = 4
√
a4 − b4∥p∥；

ii) 求证：M 是 R3 中的一个紧致二维流形；

iii) 求函数 H(x, y, z) = z − z0 在 M 上的最大值和最小值。

解答： i)（5分）设 g(x, ρ) = (x2+ ρ2)2− 2a2(ρ2−x2)+ b4，则 f(x, y, z) =

g(x,
√
y2 + z2)，于是

fx = gx, fy = gρ
y√

y2 + z2
, fz = gρ

z√
y2 + z2

,

所以 f 2
x + f 2

y + f 2
z = g2x + g2ρ。接下来，

gx = 4 x (x2 + ρ2 + a2), gρ = 4 ρ (x2 + ρ2 − a2),

然后，利用 g(x, ρ) = 0 不难算出 g2x + g2ρ = 16(a4 − b4)(x2 + ρ2)。
ii)（5 分）显然 p = 0 /∈ M，于是由 i) 知 ∇f 在 M 上处处非零，所以

0 是 f 的一个正则值，因此 M 是流形。因为 f 连续、{0} 是闭集，所以 M

也是闭集。当 x2 + y2 + z2 > 2 a2 时，f(x, y, z) > 0，所以 M 有界。因为
M 有界闭，所以 M 紧。

iii)（5 分）首先，因为 M 紧、H 连续，所以 H 一定能在 M 上取得
最大、最小值，且极值点可由 Lagrange 乘子法求出。

考虑函数 u(x, y, z) = H(x, y, z)− λ f(x, y, z)，它的驻点满足

ux = −λfx = 0, uy = −λfy = 0, uz = 1− λfz = 0.

将上述方程与 f = 0 联立可得 x = 0、y = 0，以及四个 zi：

z1 = −
√

a2 +
√
a4 − b4, z2 = −

√
a2 −

√
a4 − b4, z3 = −z2, z4 = −z1,

和四个 λi =
1

fz(0,0,zi)
。

5



接下来，设 Hi 是 u 在 (0, 0, zi) 处的 Hesse 矩阵，不难知道 Hi 都是对
角的，接下来通过直接的计算可知 H1 正定、H2 不定，于是 H3 = −H2 不
定，H4 = −H1 负定，所以 (0, 0, z1) 是极小值点、(0, 0, z4) 是极大值点，相
应的极值为 z1 − z0 和 z4 − z0。
（注：当 b = 0 时，M 就是 Bernoulli 双扭线绕 x 轴旋转一周后得到的

曲面，(0, 0, 0)是它的奇点，所以不是流形。添加了 b4 项之后，M 变成一个
圆环，但它的横截面并不是圆的，而是一个类似鸡蛋的曲线。另一方面，若
将 b4 改成 −b4，M 则成为一个类似红细胞表面的上下带凹陷的圆饼。） □

七、（10 分）（附加题）设 p, q ∈ N、p, q ≥ 2。定义函数

f : C2 → C, (z1, z2) 7→ zp1 + zq2.

求证：M = {(z1, z2) ∈ C2 | f(z1, z2) = 0, |z1|2 + |z2|2 = 1}是一个 C2(= R4)

中的一维流形。
解答： 设 z1 = x+ i y、z2 = z + i w，

u = Ref(z1, z2), v = Imf(z1, z2), g = |z1|2 + |z2|2 − 1,

记 ϕ : R4 → R3 为映射 (x, y, z, w) 7→ (u, v, g)，则 M = ϕ−1(0)。要证明 M

是流形，只需证明三个法向量 ∇u、∇v 和 ∇g 在 M 上线性无关即可。
因为 f 关于 z1 和 z2 分别解析，所以有

ux = vy, vx = −uy, uz = vw, vz = −uw,

由此不难证明 ∇u · ∇v = 0、∥∇u∥ > 0、∥∇v∥ > 0，所以 ∇u 和 ∇v 一定是
线性无关的。所以若 ∇u、∇v 和 ∇g 线性相关，必存在常数 λ, µ ∈ R，使
得 ∇g = λ∇u+ µ∇v。
设 λ+ i µ = ζ，将上述条件改写为复数形式可得：

2 z1 = ζ p z̄p−1
1 , 2 z2 = ζ q z̄q−1

2 ,

两式相除，并利用 f(z1, z2) = 0 可得 q |z1|2 + p |z2|2 = 0，这是不可能的。
所以 ∇u、∇v 和 ∇g 在 M 上处处线性无关，于是 0 是 ϕ 的正则值，所以
M 是流形，其维数等于 4− 3 = 1。
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（注：这个流形是三维球面 S3 中的一个扭结，它镶嵌在一个环面上，
并且沿环面的两条母线分别转了 p 圈和 q 圈，所以叫做 (p, q) 型的环面扭
结。） □
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