
数学分析（2）期中试题 卷 A 2015.05.09

一、（15 分）设 E 是 Rn 的一个非空子集，求证：

i) 若 E 道路连通，则 E 连通；

ii) 若 E 是连通开集，则 E 道路连通。

二、（15 分）设 X 是 Rn 中的紧集，f : X → Rm 是连续的单射，记
Y = f(X)。求证：f 的逆映射 f−1 : Y → X 是连续的。

三、（15 分）设 f(x) = x2 + p x + q，已知当 (p, q) = (p0, q0) 时，方程
f(x) = 0 有两个不等的实根 x1 < x2。

i) 求证：存在 (p0, q0) 在 R2 中的开邻域 U，以及光滑映射：

g : U → R2, (p, q) 7→ (u(p, q), v(p, q)),

使得对任意的 (p, q) ∈ U，有 f(u(p, q)) = f(v(p, q)) = 0，且
u(p0, q0) = x1、v(p0, q0) = x2；

ii) 计算 g 的 Jacobi 行列式，即 det
(

∂(u,v)
∂(p,q)

)
。

四、（20 分）考虑函数 f : R2 → R2，(x, y) 7→ (u, v) = (ex cos y, ex sin y)。

i) 将 R2 视为 C，求证 f 是一个复解析函数；

ii) 计算 f 的 Jacobi 矩阵的范数，即 ∥∂(u,v)
∂(x,y)

∥；

iii) 设 D = {(x, y) ∈ R2 | x < 0}，求证：对任意的 z1, z2 ∈ D，有

∥f(z1)− f(z2)∥ < ∥z1 − z2∥.
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五、（20 分）设 M 是 Rn 中的流形，x0 ∈ Rn\M。定义函数

f : M → R, x 7→ ∥x− x0∥.

i) 若 M 是紧的，求证 f 可取到最大值和最小值；

ii) 试举一例，使得 f 取不到最大值和最小值（只需写出 M 和 x0，
无需证明 M 是流形以及 f 取不到最大、最小值等性质）；

iii) 设 x ∈ M 是 f 的局部极大值（或极小值）点，求证：向量 −→xx0

与 M 在 x 处的切空间 TxM 正交。

六、（15分）设 a > b > 0，f(x, y, z) = (x2+y2+z2)2−2a2(y2+z2−x2)+b4，
M = f−1(0) = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 0}。

i) 求证：对任意的 p ∈ M，∥∇f(p)∥ = 4
√
a4 − b4∥p∥；

ii) 求证：M 是 R3 中的一个紧致二维流形；

iii) 求函数 H(x, y, z) = z − z0 在 M 上的最大值和最小值。

七、（10 分）（附加题）设 p, q ∈ N、p, q ≥ 2。定义函数

f : C2 → C, (z1, z2) 7→ zp1 + zq2.

求证：M = {(z1, z2) ∈ C2 | f(z1, z2) = 0, |z1|2 + |z2|2 = 1} 是一个
C2(= R4) 中的一维流形。
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