
数学分析（3）：第 3 次习题课

刘思齐

1. （Froullani 积分）设 f : [0,+∞) → R 是一个连续函数，a, b > 0。考虑含参
广义积分：

I(a, b) =

∫ ∞

0

f(b x)− f(a x)

x
dx.

i) 若极限
lim

x→+∞
f(x) =: f(+∞)

存在，则 I(a, b) = (f(0)− f(+∞)) log a
b；

ii) 若存在 A > 0 使得广义积分 ∫ +∞

A

f(x)

x
dx

存在，则 I(a, b) = f(0) log a
b。

解答： 广义积分 I(a, b) 有两个瑕点 0 和 +∞，任取 0 < α < β < +∞，考虑∫ β

α

f(b x)− f(a x)

x
dx

=

∫ β

α

f(b x)

x
dx−

∫ β

α

f(a x)

x
dx

=

∫ b β

b α

f(y)

y
dy −

∫ a β

aα

f(y)

y
dy （换元法）

=

∫ b β

a β

f(y)

y
dy −

∫ b α

aα

f(y)

y
dy （NL 公式）

根据第二积分中值定理，存在 ξ ∈ (a β, b β)、η ∈ (aα, b α) 满足：∫ b β

a β

f(y)

y
dy = f(ξ) log b

a
,

∫ b α

aα

f(y)

y
dy = f(η) log b

a
,

再令 α → 0、β → +∞ 即可证明第 i) 种情况。对于第 ii) 种情况，不必取 ξ，直
接利用广义积分的定义可知上式第一项极限为零。 □

2.
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i) 设 P (x)、Q(x) 是实系数多项式，满足 Q(x) > 0 (∀x ∈ R)，且广义积分

I =

∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx

收敛。设 Q(x) 的根为 zj , z̄j (j = 1, . . . , n)，其中 Im(zj) > 0。若 zj ̸=
zk (j ̸= k)，求证：

I = 2π i
n∑

j=1

P (zj)

Q′(zj)
.

ii) 设 m、n 是自然数，满足 m < n。计算∫ +∞

0

x2m

1 + x2n
dx.

iii) 设 0 < α < 1，计算 ∫ +∞

0

xα−1

1 + x
dx.

解答： i) 考虑 R(x) = P (x)/Q(x) 的部分分式展开：

R(x) =

n∑
j=1

Aj

x− zj
+

n∑
j=1

Bj

x− z̄j
,

R(x) 是实系数的，所以有 Bj = Āj；积分 I 收敛，所以有 Bj = −Aj；于是 Aj

都是纯虚数。接下来，不难算出∫ +∞

−∞

(
Aj

x− zj
+

Āj

x− z̄j

)
dx = 2π iAj .

再注意到，

Aj = lim
x→zj

(x− zj)R(x) =
P (zj)

Q′(zj)
,

则不难算出所求证的等式。
ii) Q(x) = 1 + x2n 的根 zk、z̄k 为 zk = z2k+1

0 (k = 0, . . . , n− 1)，其中

z0 = cos π

2n
+ i sin π

2n
.

于是不难求出 Ak = − 1
2nz

(2k+1)(2m+1)
0 ，接下来利用等比数列求和公式不难得出∫ +∞

0

x2m

1 + x2n
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

x2m

1 + x2n
dx =

π

2n sin 2m+1
2n π

.

iii) 对 ii) 中的积分换元 y = x2n，不难得出，当 α = 2m+1
2n 时，∫ +∞

0

yα−1

1 + y
dy =

π

sinαπ
.
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因为形如 2m+1
2n 的 α 在区间 (0, 1) 中是稠密的，所以只要说明上述含参积分关

于参数 α 连续即可。
对于 α ∈ (0, 1)，选一个包含它的闭区间 [α0, α1] ⊂ (0, 1)，则有∫ +∞

0

xα−1

1 + x
dx <

∫ 1

0

xα0−1

1 + x
dx+

∫ +∞

1

xα1−1

1 + x
dx,

所以由Weierstrass 判别法可知，这个含参广义积分对于 α ∈ [α0, α1] 一致收敛。
因为被积函数是连续的，所以积分结果也连续。 □

3. 设 a, b > 0，计算积分 ∫ +∞

0

e−a x2− b
x2 dx.

解答： 首先换元 y =
√
a x，得∫ +∞

0

e−a x2− b
x2 dx =

1√
a

∫ +∞

0

e
−y2− a b

y2 dy.

设 c = a b > 0，考虑以下含参广义积分

I(c) =

∫ +∞

0

e
−y2− c

y2 dy, J(c) = −
∫ +∞

0

e
−y2− c

y2
dy
y2

.

由Weierstrass判别法不难看出，I(c)对于 c ≥ 0一致收敛，J(c)对于 c ≥ c0 > 0

一致收敛，于是在 (0,+∞) 上，有 I ′(c) = J(c)。在 J(c) 中再做变量替换 y =
√
c/x，不难得到

I ′(c) = J(c) = − 1√
c
I(c),

注意到 I(0) =
√
π
2 ，所以 I(c) =

√
π
2 e−2

√
c，于是原积分等于

√
π

2
√
a
e−2

√
a b。 □

4. 设 a, b > 0，计算积分∫ +∞

0

e−a x2

cos bxdx,
∫ +∞

0

e−a x2

x sin bxdx.

解答： 任取自然数 n，考虑 cos bx 的 n 阶 Taylor 公式：

cos bx =

n∑
k=0

(−1)k
b2kx2k

(2k)!
+Rn(x), |Rn(x)| ≤

b2n+2x2n+2

(2n+ 2)!
,

于是有 ∣∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−a x2

cos bxdx−
∫ +∞

0

e−a x2
n∑

k=0

(−1)k
b2kx2k

(2k)!
dx

∣∣∣∣∣
≤
∫ +∞

0

e−a x2 b2n+2x2n+2

(2n+ 2)!
dx.

3



若记

Ik(a) =

∫ +∞

0

e−a x2

x2k dx,

则有 ∣∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−a x2

cos bxdx−
n∑

k=0

(−1)k
b2k

(2k)!
Ik(a)

∣∣∣∣∣
≤ b2n+2

(2n+ 2)!
In+1(a).

含参广义积分 Ik(a) 对于 a ≥ a0 > 0 一致收敛，于是不难证明，对于
a ∈ (0,+∞) 有

I0(a) =

√
π

2
a−

1
2 , Ik+1(a) = −I ′k(a),

由此可得

Ik(a) =
√
π
(2k − 1)!!

2k+1
a−

1
2−k.

当 n → ∞ 时，显然有 b2n+2

(2n+2)!In+1(a) → 0，所以∫ +∞

0

e−a x2

cos bxdx =

∞∑
k=0

(−1)k
b2k

(2k)!
Ik(a) =

√
π

2
√
a
e−

b2

4a .

对 b 求导即可得另一积分（它们显然对 b ∈ R 一致收敛）。 □

5. 设 a, b > 0，计算积分∫ +∞

0

cos bx
x2 + a2

dx,
∫ +∞

0

x sin bx

x2 + a2
dx.

解答： 利用
1

x2 + a2
=

∫ +∞

0

e−(x2+a2)ydy

可得 ∫ +∞

0

cos bx
x2 + a2

dx =

∫ +∞

0

cos bx
∫ +∞

0

e−(x2+a2)ydy dx.

这个二重含参广义积分满足可换序的条件（关于 x、y 的积分分别一致收敛、且
关于绝对值的二重积分存在），于是∫ +∞

0

cos bx
x2 + a2

dx

=

∫ +∞

0

e−a2 ydy
∫ +∞

0

e−x2 y cos bxdx

=

∫ +∞

0

e−a2 y

√
π

2
√
y
e−

b2

4 y dy

=
√
π

∫ +∞

0

e−a2 z2− b2

4 z2 dz

=
π

2 a
e−a b.
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对 b 求导即可得另一积分（它们对 b ∈ R 一致收敛，其中导数的一致收敛
性需要 Abel-Dirichlet 判别法）。 □

6. 设 a, b > 0，计算积分∫ +∞

0

arctan(ax) arctan(bx)
x2

dx.

解答： 记所求积分为 I(a, b)。注意 arctan(ax) ≤ ax，所以对于 a, b ∈ [0, A]，∫ +∞

0

arctan(ax) arctan(bx)
x2

dx <

∫ 1

0

A2 dx+

∫ +∞

1

π2

4

dx
x2

,

所以由 Weierstrass 判别法可知原积分在 [0, A]× [0, A] 上一致收敛。
记

J(a, b) =

∫ +∞

0

1

1 + a2x2

arctan(bx)
x

dx,

则它对于 a ≥ a0 > 0 和 b ∈ [0, A] 一致收敛，所以在 (0,+∞)× [0,+∞) 上，有

∂

∂a
I(a, b) = J(a, b).

记

K(a, b) =

∫ +∞

0

1

1 + a2x2

1

1 + b2x2
dx,

则它对于 a ≥ a0 > 0 和 b ≥ b0 > 0 一致收敛，所以在 (0,+∞) × (0,+∞) 上，
有

∂

∂b
J(a, b) = K(a, b).

不难算出
K(a, b) =

π

2(a+ b)
,

对 b 积分，并利用 J(a, 0) = 0 可得

J(a, b) =
π

2
log a+ b

a
.

再对 a 积分，并利用 I(0, b) = 0 可得

I(a, b) =
π

2
log (a+ b)a+b

aabb
.

□
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