
数学分析（3）：第 5 次习题课

刘思齐

记号约定：设 I = [a, b] ⊆ R是一个非退化闭区间，R(I)表示 I 上 Riemann
可积的复值函数的全体构成的线性空间。对于任意的 p ≥ 1，定义一个 R(I) 上
的运算：

∥·∥p : R(I) → R, f 7→ ∥f∥p =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

.

我们在课堂上已经说过，运算 ∥·∥p 满足范数的大部分性质。如果规定 R(I) 中
的相等是几乎处处相等（或者把 R(I)重新定义为它模去几乎处处相等这个等价
关系之后剩下的商空间），那么 ∥·∥p 就是一个范数，于是 (R(I), ∥·∥p) 构成一个
赋范空间，记为 Rp(I)。

特别地，若 I = [−π, π]，我们记

R(S1) = {f ∈ R(I) | f(−π) = f(π)}.

类似地，也可定义 Rp(S1)。
1. 存在一个函数列 {fn}，满足 fn ∈ Rp(I)，fn → f（在 ∥·∥p 的意义下），但 f

是 I 上的无界函数。
解答： 比如 I = [0, 1]，当 p = 1 时可取

fn(x) =


0, x = 0;

log(n), 0 < x ≤ 1
n ;

− log(x), 1
n ≤ x ≤ 1.

那么不难证明 {fn} 关于 ∥·∥1 是一个 Cauchy 列，但是 {fn} 的极限是无界但广
义 Riemann 可积函数。

对其它的 p > 1，将上述例子稍做修改，使得那个积分比较好估计即可。□

2. 存在一个函数列 {fn}，满足 fn ∈ Rp(I)，fn → f（在 ∥·∥p 的意义下），且
fn 一致有界（于是 f 也有界），但 f 不是 I 上的 Riemann 可积函数。
解答： 将 [0, 1] 中的有理数排成一排

Q ∩ [0, 1] = {r1, r2, . . . },

定义

fn(x) =

{
1, x ∈ {r1, . . . , rn};
0, 否则.
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则 {fn} 的极限是 Dirichlet 函数，因此不是 Riemann 可积的。而每个 {fn} 都
几乎处处为零，所以当然在 ∥·∥p 的意义下是 Cauchy 列。
（注：上一题的反例也可用类似的函数列来构造。） □

3. 设 f ∈ R(S1)，cn ∈ C 是它的 Fourier 系数。如果
∑

n∈Z|cn| < +∞，求证：
f 的 Fourier 级数一致收敛，且其和函数与 f 几乎处处相等。
解答： 课上已经讲过，系数绝对收敛的三角级数本身也绝对收敛，于是和函数
S 是连续的，因此 S ∈ R(S1)。然后，函数 S(x) e−i n x 对应的级数也一致收敛，
于是可逐项积分，由此不难知道 S 的 Fourier 系数也是 cn。所以 f 和 S 具有
相同的 Fourier 级数，由均方收敛性，当 N → ∞ 时，有

∥f − SN∥2 → 0, ∥S − SN∥2 → 0,

所以对任意的 ε > 0，存在 N ∈ N，使得

∥f − S∥2 ≤ ∥f − SN∥2 + ∥S − SN∥2 < ε�

所以 ∥f − S∥2 = 0，所以 f 和 S 几乎处处相等。 □
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