
数学分析（3）：第 7 次习题课

刘思齐

1. 设 f 是 [0, 2π] 上的实值单调函数，将其延拓为以 2π 为周期的函数，设 cn

是它的 Fourier 系数，求证：存在常数 C > 0，使得对任意的 n ∈ Z，

|n cn| ≤ C.

解答： 根据第⼆积分中值定理，存在 ξ ∈ [0, 2π]，使得

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) e−i n xdx

=
f(0+)

2π

∫ ξ

0

e−i n xdx+
f(2π−)

2π

∫ 2π

ξ

e−i n xdx

=
f(0+)

2π

[
e−i n x

−i n

]ξ
0

+
f(2π−)

2π

[
e−i n x

−i n

]2π
ξ

=
f(2π−)− f(0+)

2π

1− e−i n ξ

−i n

于是

|n cn| ≤
1

π
|f(2π−)− f(0+)| .

□

2. 求证：若发散级数
∞∑

n=0
an 是 Cesàro 可和的，则它也是 Abel 可和的。

解答： 根据 Cesàro 可和性的定义，我们引⼊记号：

sn = a0 + a1 + · · ·+ an−1, σn =
1

n
(s0 + s1 + · · ·+ sn−1) ,

级数
∞∑

n=0
an 是 Cesàro 可和的意味着极限 limn→∞ σn 存在，记之为 σ。

根据 sn、σn 的定义易知

an = sn+1 − sn = (n+ 1)σn − 2nσn + (n− 1)σn−1,

于是

A(r) =

∞∑
n=0

anr
n =

∞∑
n=0

((n+ 1)σn − 2nσn + (n− 1)σn−1) r
n.
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经过简单的计算可得：

A(r) =
(1− r)2

r

∞∑
n=1

nσnr
n,

我们的⽬标即证明 limr→1− A(r) = σ。

对于任意的 ε > 0，根据 limn→∞ σn = σ，存在 N ∈ N，使得对于任意的
n > N，有

|σn − σ| < ε

2
,

于是有

|A(r)− σ| =

∣∣∣∣∣ (1− r)2

r

∞∑
n=1

nσnr
n − σ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ (1− r)2

r

N∑
n=1

nσnr
n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ (1− r)2

r

∞∑
n=N+1

n (σn − σ)rn

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ (1− r)2

r

∞∑
n=N+1

nσrn − σ

∣∣∣∣∣
≤(1− r)2P (r) +

ε

2
rN (1 +N(1− r)) + |σ|

∣∣rN (1 +N(1− r))− 1
∣∣

当 r → 1− 时，右边的极限为 ε
2，所以必存在 δ > 0，使得对任意的 r ∈ (1−δ, 1)，

有 |A(r)− σ| < ε。 □

3. 设 f 是区间 [a, b] 上的 Riemann 可积函数，求证：

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) |cosλx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx,

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) |sinλx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx.

解答： 两个极限的证明是差不多的，我们只证第⼀个。

⾸先考虑 f(x) = 1 时的情况。设 kmin、kmax 是满⾜如下条件的整数：(
kmin − 1

2

)
π

λ
≤ a <

(
kmin +

1

2

)
π

λ
,(

kmax − 1

2

)
π

λ
≤ b <

(
kmax +

1

2

)
π

λ
,

于是有∫ b

a

|cosλx| dx

=

(∫ (kmin+
1
2 )

π
λ

a

−
∫ (kmax+

1
2 )

π
λ

b

+

kmax−kmin∑
i=1

∫ (kmin+
1
2+i)π

λ

(kmin− 1
2+i)π

λ

)
|cosλx|dx,
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在上式的每个积分区间上 cosλx 符号恒定，于是绝对值号可以去掉，相应的积
分可直接算出（略）。于是有：∫ b

a

|cosλx| dx = O

(
1

λ

)
+

2

λ
(kmax − kmin).

另⼀⽅⾯，由 kmin、kmax 的定义可知：

2

π
(b− a)− 2

λ
<

2

λ
(kmax − kmin) <

2

π
(b− a) +

2

λ
,

所以有

lim
λ→∞

∫ b

a

|cosλx| dx = lim
λ→∞

(
2

π
(b− a) +O

(
1

λ

))
=

2

π
(b− a).

接下来考虑⼀般情况。对于任意的 ε > 0，取⼀个 [a, b] 的分拆 P = {Ii |
i = 1, . . . , n} 使得

S(f, P )− S(f, P ) < ε,

于是有

lim sup
λ→∞

∫ b

a

f(x) |cosλx| dx = lim sup
λ→∞

n∑
i=1

∫
Ii

f(x) |cosλx|dx

≤ lim sup
λ→∞

n∑
i=1

Mi

∫
Ii

|cosλx|dx =
n∑

i=1

Mi

(
2

π
|Ii|
)

=
2

π
S(f, P )

同理可得

lim inf
λ→∞

∫ b

a

f(x) |cosλx| dx ≥ 2

π
S(f, P ),

再令 ε → 0 即可。 □

4. （Gibbs 现象）设

SN (x) =
N∑

n=1

sinnx

n
, S(x) = lim

N→∞
SN (x).

i) 求 S(x)、S(0+)、S(0−)。

ii) 设
AN = max

x∈(0,π)
(SN (x)− S(x)) ,

求证：

lim
N→∞

AN =

∫ π

0

sin t

t
dt− π

2
.

（注：此例说明，不论取多少项 Fourier 级数，间断点附近的误差是恒定的。）
解答： i) 当 x = 0 时，S(x) = 0；当 0 < x < π 时，S(x) = π−x

2 ；当 x 取其

它值时，可利⽤ S(x) 的周期性和奇偶性将它归结为 [0, π) 上的情形。由此不难

得出 S(0+) = π
2、S(0−) = −π

2。

3



ii) 设 fN (x) = SN (x)− S(x)，不难证明：

f ′
N (x) =

N∑
n=1

cosnx+
1

2
=

sin
(
N + 1

2

)
x

2 sin x
2

,

于是 fN (x) 在 (0, π) 上的全部驻点为

xk =
2kπ

2N + 1
, k = 1, 2, . . . , N.

进⼀步的分析可知：当 k 为奇数时，fN (xk) 取极⼤值；当 k 为偶数时，fN (xk)

取极⼩值；fN (x1) 是整个区间上的最⼤值（这⼀步不容易）。所以有：

AN =
N∑

n=1

1

n
sin
(

2nπ

2N + 1

)
+

2π

2N + 1
− π

2
.

上式中的和式可解释为积分 I =
∫ π

0
sin t
t dt的⼀个 Riemann和，所以当 N → ∞

时，有 AN → I − π
2。 □

5. 设 γ = 1 +
√
2，xn = ⟨γn⟩，求证：{xn} 不是等分布的。

解答： 设 γn = an + bn
√
2，其中 an、bn 是⾃然数。显然，这两个系数满⾜如

下递推关系：

an+2 = an + 2bn, bn+1 = an + bn,

且 a1 = b1 = 1。由此不难证明：

a2n − 2b2n = (−1)n ⇒ an − bn
√
2 =

(−1)n

γn
,

所以有

γn = 2an +
(−1)n+1

γn
.

注意 2an ∈ N、γ > 2，所以上式说明，当 n → ∞ 时，γn 到某个整数的距离将

趋于零。所以，对于任意闭区间 [a, b] ⫋ [0, 1]，当 n 充分⼤时
∑

n:⟨γn⟩∈[a,b] 1 是

⼀个与 n ⽆关的常数，于是等分布性质不成⽴。 □
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