
数学分析（3）：第 8 次习题课

刘思齐

1. 若连续函数 f : R → C 在 [−M,M ] 以外为零、且其 Fourier 变换 f̂ 是绝对

可积的，则 Fourier 反演公式的直观解释可按下述⽅式严格地证出。

i) 对任意的 L > M，可将 f 在 [−L,L] 上的部分延拓为整个实轴上的周期

为 2L 的周期函数。求证：在 [−L,L] 上有

f(x) =
∑
n∈Z

cn e
π i n

Lx, cn =
1

2L

∫ L

−L

f(x) e−π i n
Lxdx =

1

2L
f̂
( n

2L

)
.

ii) 若函数 F 连续且绝对可积，则∫
R
F (ξ)dξ = lim

K→+∞

1

K

∑
n∈Z

F
( n

K

)
.

iii) 由 i)、ii) 即可证明
f(x) =

∫
R
f̂(ξ) e2π i ξ xdξ.

解答： i) （此题条件有误，应改为 “f̂ 是 ε-慢速下降的”。）⾸先证明，f 的

Fourier 级数是绝对收敛的：∑
n∈Z

|cn| =
∑
n∈Z

∣∣∣∣ 12Lf̂
( n

2L

)∣∣∣∣
=

1

2L

(∣∣∣f̂(0)∣∣∣+ ∞∑
n=1

(∣∣∣f̂ ( n

2L

)∣∣∣+ ∣∣∣f̂ (− n

2L

)∣∣∣))

≤ 1

2L

(∣∣∣f̂(0)∣∣∣+ ∞∑
n=1

2A

1 +
∣∣ n
2L

∣∣1+ε

)

<
1

2L

(∣∣∣f̂(0)∣∣∣+ 2A (2L)
1+ε

∞∑
n=1

1

n1+ε

)
< +∞

由 Weierstrass 判别法可知 f 的 Fourier 级数收敛到⼀个连续函数，因为 f 连

续，根据均⽅收敛性的推论，f 的 Fourier 级数收敛到它⾃⼰。
ii) （此题条件也应改为 “F 是 ε-慢速下降的”，否则右边的级数可能不收

敛。）对任意的 ε0 > 0，存在⼀个 R0 > 0，使得对任意的 R ≥ R0，有∣∣∣∣∣
∫
R
F (ξ)dξ −

∫ R

−R

F (ξ)dξ
∣∣∣∣∣ < ε0

3
.
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设 K > 1，考虑如下和式：∣∣∣∣∣∣ 1K
∑

|n|>RK

F
( n

K

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

K

∑
n>RK

A

1 +
∣∣ n
K

∣∣1+ε

<2AKε
∑

n>RK

1

n1+ε
< 2AKε

∫ +∞

RK−1

dx
x1+ε

=2AKε 1

ε(RK − 1)ε
=

2A

ε(R− 1
K )ε

<
2A

ε(R− 1)ε

当 R充分⼤时，上式右边可以任意地⼩，所以我们不妨假设 R0 已经充分⼤，使

得对任意的 R ≥ R0，以及 K > 1，有∣∣∣∣∣∣ 1K
∑
n∈Z

F
( n

K

)
− 1

K

∑
|n|≤RK

F
( n

K

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1K

∑
|n|>RK

F
( n

K

)∣∣∣∣∣∣ < ε0
3
.

于是我们得到：∣∣∣∣∣ 1K ∑
n∈Z

F
( n

K

)
−
∫
R
F (ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε0
3

+

∣∣∣∣∣∣ 1K
∑

|n|≤RK

F
( n

K

)
−
∫ R

−R

F (ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ,
⽽右边的和式基本上可以解释为右边的积分的⼀个 Riemann 和（左右端点要稍
作处理，细节略），于是不难证明，当 K 充分⼤时，上式右边⼩于 ε0，所以所

求极限成⽴。

iii)，由 i)、ii) 易得。 □

2. 固定⼀个 ε > 0，⼀个连续函数 f : R → C 叫做 ε-慢速下降的，如果存在
A > 0 使得

|f(x)| < A

1 + |x|1+ε .

所有这样的函数构成的集合记为 Mε。求证：

i) Mε 是⼀个线性空间。

ii) 若 f(x) ∈ Mε，则对于 ∀h ∈ R，f(x− h) ∈ Mε。

iii) 若 f(x) ∈ Mε，则对于 ∀δ ∈ R，f(δx) ∈ Mε。

iv) 若 f ∈ Mε，则 f 绝对可积（于是 f̂ 存在）。

v) 若 f ∈ Mε、f̂ ∈ Mε，则存在 B > 0，使得

|f(x+ h)− f(x)| ≤ B |h|ε .

（即 ε-Hölder 连续。）

vi) 若 f, g ∈ Mε，则 f ∗ g ∈ Mε。
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解答： 见第 10 次作业的解答。 □

3.

i) 若 f 是 ε-慢速下降的，则∫ R

−R

(
1− |ξ|

R

)
f̂(ξ) e2π i ξ xdξ = (f ∗ FR) (x),

其中 FR 是 R 上的 Fejér 核：

FR(y) =


R
(

sin π y R
π y R

)2
, y ̸= 0;

R, y = 0.

ii) 求证：当 R → +∞ 时，f ∗ FR ⼀致收敛到 f。

解答： i) 因为 f 是 ε-慢速下降的，所以 f̂(ξ) 作为含参⼴义积分对于 ξ ∈ R ⼀
致收敛，所以有：∫ R

−R

(
1− |ξ|

R

)
f̂(ξ) e2π i ξ xdξ

=

∫ R

−R

(
1− |ξ|

R

) (∫
R
f(y) e−2π i ξ ydy

)
e2π i ξ xdξ

=

∫
R
f(y)dy

∫ R

−R

(
1− |ξ|

R

)
e2π i ξ (x−y)dξ

=

∫
R
f(y)R

(
sinπ (x− y)R

π (x− y)R

)2

dy

ii) ⾸先，利⽤换元法和⼀些已知的积分不难证明∫
R
FR(y)dy = 1.

接下来，对于 δ > 0，我们有∫
|y|>δ

FR(y) dy =

∫
y>δ

2 sin2 π y R

π2 y2 R
dy =

∫
y>δ

1− cos 2π y R

π2 y2 R
dy

=
1

π2 Rδ
−
∫
y>δ

cos 2π y R

π2 y2 R
dy

由 Riemann-Lebesgue 引理，当 R → +∞ 时，上式右边趋于 0，所以 {FR} 是
⼀个好核。于是由好核的性质可知，f ∗ FR ⼀致收敛到 f。 □

4. 在本题中，我们取 Fourier 变换和反变换为：

f̂(ξ) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−i ξ xdx,

f(x) =
1√
2π

∫
R
f̂(ξ)ei ξ xdξ.
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i) 求证：h0(x) = e−x2/2 的 Fourier 变换等于它⾃⼰。

ii) 定义函数空间
V = {p(x)h0(x) | p ∈ C[x]},

则 V 是 Schwartz 空间 S 的⼦空间，并且是如下运算的不变⼦空间：

I : V → V, f(x) 7→ f(x),

X : V → V, f(x) 7→ x f(x),

D : V → V, f(x) 7→ f ′(x),

F : V → V, f(x) 7→ f̂(x).

它们还满⾜如下关系：

DX −XD = I, F D = iX F, F X = iD F.

iii) 定义算⼦
A = D +X, A† = −D +X,

若 f ∈ V 满⾜ F (f) = λf，则

F (A(f)) = i λA(f), F (A†(f)) = −i λA†(f).

iv) F 在 V 上的全部特征向量由 hn =
(
A†)n (h0) 给出，其特征值为 (−i)n。

解答： i)、ii)、iii) 直接计算即可。对于 iv)，由 iii) 可知 hn 显然是相应特征

值的特征向量。注意 {hn | n = 0, 1, 2, . . . } 构成 V 的⼀组基，所以 F 的特征向

量全部由 hn 的线性组合给出。 □
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