
数学分析（3）期中试题参考答案及评分标准

一、（15 分）设 X ⊆ Rn、Y ⊆ Rm 是两个非退化有界闭区间，f 是 X × Y

上的连续可微函数，x0 ∈ X。求证：当 x → x0 时，函数 f(x, y)对于 y ∈ Y

一致收敛于极限函数 f(x0, y)。
解答：（证法一）因为X×Y 有界闭，所以紧。因为 f 在X×Y 上连续，所以
一致连续，即对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 (x1, y1, ), (x2, y2) ∈
X × Y，如果 d((x1, y1, ), (x2, y2)) < δ，就有 |f(x1, y1, )− f(x2, y2)| < ε。于
是，对于 x ∈ Bδ(x0)，以及任意的 y ∈ Y，因为

d((x, y, ), (x0, y)) = d(x, x0) < δ,

所以 |f(x, y)− f(x0, y)| < ε，所以收敛是一致的。
（证法二）因为 f 连续可导，所以 ∥f ′∥ 是紧集 X × Y 上的连续函数，

因此有最大值，记之为 M。对于任意的 ε > 0，取 δ = ε/M，则对于任意
的 x ∈ Bδ(x0)，根据有限增量定理，有

|f(x, y)− f(x0, y)| ≤ M∥x− x0∥ ≤ M
ε

M
= ε,

所以收敛是一致的。
（注：此题只需连续就够了，连续可微的条件是冗余的。） □
（评分标准：只要答出一致连续或者有限增量定理就基本上对了，有小

毛病的话会再减一两分。）

二、（15 分）设 µ > 0，且不是偶数。

i) 求证：函数 f(x) = cos (µ arcsinx) 满足如下微分方程：

(1− x2)f ′′(x)− x f ′(x) + µ2f(x) = 0.
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ii) 利用上述微分方程计算 f(x) 在 x = 0 附近的 Taylor 级数，并确定其
收敛区域。

解答： i) 略。ii) 对方程求 n 次导数，利用 Leibniz 公式可得：

(1− x2)f (n+2)(x)− (2n+ 1)x f (n+1)(x) + (µ2 − n2)f (n)(x) = 0,

于是 f (n+2)(0) = (n2 − µ2)f (n)(0)。注意 f(0) = 1、f ′(0) = 0，所以

f (2k)(0) =
k−1∏
i=0

((2i)2 − µ2), f (2k+1)(0) = 0,

于是 f(x) 在 x = 0 附近的 Taylor 级数为

f(x) =
∞∑
k=0

k−1∏
i=0

((2i)2 − µ2)
x2k

(2k)!
.

记上述幂级数中 x2k 的系数为 ak，则有

lim
k→∞

ak+1

ak
= lim

k→∞

((2k)2 − µ2)

(2k + 2)(2k + 1)
= 1,

所以收敛半径 R = 1。
再看端点，设 l = [µ/2] + 1，

b =
l−1∏
i=0

((2i)2 − µ2),

于是

|f(±1)| =

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak +
∞∑
k=l

b

(2k)!

k−1∏
i=l

((2i)2 − µ2)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣+ |b|
∞∑
k=l

1

(2k)!

k−1∏
i=l

((2i)2 − µ2)

≤

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣+ |b|
∞∑
k=l

1

(2k)!

k−1∏
i=l

(2i)2 ≤

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣+ |b|
∞∑
k=0

((2k − 2)!!)2

(2k)!

=

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣+ |b|
∞∑
k=0

22k−2

k2
(
2k
k

) =

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣+ |b|
2

(
arcsin 2

2

)2

=

∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣+ π2

8
|b|,
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所以端点也收敛，于是收敛区域为 [−1, 1]。
（注：若利用 Cauchy–Hadamard公式求收敛半径，那个极限很难求，除

非将 ak 写为

ak =
22k

Γ(2k + 1)

Γ(k + µ/2)Γ(k − µ/2)

Γ(µ/2)Γ(−µ/2)
,

然后利用 Stirling 公式。
确定端点时，幂级数的前面若干项是交错的，直接放缩会出错，所以需

要摘出若干坏的项，剩下的级数是纯正项或纯负项的（要看 b 的符号），再
作估计就容易了。最后那个级数如果求不出来也可以用 Stirling公式估计通
项的阶，然后说明收敛。) □
（评分标准：i) 送 5 分。ii) 系数 5 分、收敛半径 4 分、端点 1 分。）

三、（15 分）设 f 是闭区间 [a, b] ⊆ R 上的连续可微函数，求证：对任意的
ε > 0，存在多项式 P ∈ R[x]，使得对任意的 x ∈ [a, b]，有

|f(x)− P (x)| < ε, |f ′(x)− P ′(x)| < ε.

解答： （证法一）设 ε是任给的正数。因为 f ′ ∈ C[a, b]，根据Weierstrass
逼近定理，存在多项式 Q 满足对任意的 x ∈ [a, b]，有

|f ′(x)−Q(x)| < ε

b− a+ 1
< ε,

于是
− ε

b− a+ 1
< f ′(x)−Q(x) <

ε

b− a+ 1
,

两边从 a 到 x 积分得

− ε

b− a+ 1
(x− a) < f(x)− f(a)−

∫ x

a

Q(y)dy <
ε

b− a+ 1
(x− a),

设
P (x) = f(a) +

∫ x

a

Q(y)dy,

显然 P 是多项式，且满足

|f(x)− P (x)| < x− a

b− a+ 1
ε < ε.
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（证法二）设 g : [0, 1] → R，g(t) = f(a+ t(b− a))，只要证明对任意的
ε > 0，存在多项式 Q(t) 使得

|g(t)−Q(t)| < ε, |g′(t)−Q′(t)| < ε(b− a),

则 P (x) = Q
(
x−a
b−a

)
即满足条件。我们只需要证明右边都是 ε 的情况。

对于连续函数 g(t) 和 g′(t)，我们构造它们的 n 次 Bernstein 多项式：

An(x) =
n∑

i=0

g

(
i

n

)(
n

i

)
xi(1− x)n−i,

Bn(x) =
n∑

i=0

g′
(
i

n

)(
n

i

)
xi(1− x)n−i,

根据 Weierstrass 定理的 Bernstein 多项式证法，对任意的 ε > 0，存在
N ∈ N，使得对任意的 n > N，有

|g(t)− An(t)| < ε, |g′(t)−Bn(t)| <
ε

2
.

另一方面，考虑 An+1(t) 的导数，根据书上的引理，有

A′
n+1(t) =

n∑
i=0

g
(
i+1
n+1

)
− g

(
i

n+1

)
1

n+1

(
n

i

)
xi(1− x)n−i.

根据 Langrange 中值定理，存在 ξi ∈ ( i
n+1

, i+1
n+1

)，使得

g

(
i+ 1

n+ 1

)
− g

(
i

n+ 1

)
=

g′(ξi)

n+ 1
,

于是

A′
n+1(t)−Bn(t) =

n∑
i=0

(
g′(ξi)− g′

(
i

n

))(
n

i

)
xi(1− x)n−i.

注意 g′ 是 [0, 1] 上的连续函数，所以一致连续，于是存在 δ > 0，使得对于
满足 |t1 − t2| < δ 的 t1, t2 ∈ [0, 1]，有 |g′(t1)− g′(t2)| < ε

2
。注意∣∣∣∣ξi − i

n

∣∣∣∣ ≤ i

n(n+ 1)
+

1

n+ 1
≤ 2

n+ 1
,
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所以只要取 n > N，使得 2
n+1

< δ，就有

∣∣A′
n+1(t)−Bn(t)

∣∣ < ε

2

n∑
i=0

(
n

i

)
xi(1− x)n−i =

ε

2
,

于是 ∣∣g′(t)− A′
n+1(t)

∣∣ ≤ |g′(t)−Bn(t)|+
∣∣A′

n+1(t)−Bn(t)
∣∣ < ε,

最后取 Q(t) = An+1(t) 即可。
（注：证法一很容易推广到 Ck 情形。证法二难度较高，很多人试图用

这类证法，但是没有人写得清楚，所以我写一个这类证法作为参考。这类命
题对高维空间中的紧集也对，但是其证明复杂得多。） □
（评分标准：证法一，能写出 P 的基本上就是满分。证法二有三个要点：

导数的恒等式、中值定理、一致连续，每个 5 分。）

四、（15 分）

i) 求证：如下广义积分收敛

I =

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

t (1− t)
dt.

ii) 求证：函数项级数
∞∑
n=2

log(t)
n

tn−1

对于 t ∈ [0, 1] 一致收敛。

iii) 利用 i)、ii) 证明：I = 2 ζ(3)，即

I = 2
∞∑
n=1

1

n3
.

解答： i) 注意
1

t(1− t)
=

1

t
+

1

1− t
,

所以

I =

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

t
dt+

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

1− t
dt,
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对后一积分换元 t 7→ 1− t 可得

I = 2

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

t
dt,

所以只需考虑积分

J =

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

t
dt.

积分 J 的被积函数恒正，我们只要证明变限积分有上界即可。因为

lim
t→0

log(t) log(1− t)√
t

= 0, lim
t→0

log(t) log(1− t)√
t

= 0

所以函数 h(t) = log(t) log(1−t)√
t

在 0 的某个邻域 (0, δ1] 和 1 的某个邻域 [1 −
δ2, 1) 内有界。而 h(t) 在 [δ1, δ2] 上显然也有界，所以 h(t) 在整个 (0, 1) 上
有界，设其为 C，于是

J =

∫ 1

0

h(t)√
t

dt ≤ C

∫ 1

0

1√
t
dt = 2C.

所以广义积分 J 收敛，于是 I 也收敛。
ii) 设 fn(t) = log(t)tn−1，它在 [0, 1] 内恒负，求导得

f ′(t) = tn−2 (1 + (n− 1) log t) ,

所以 fn 在 [0, 1] 内有唯一的驻点 tn = e−1/(n−1)，由此可得 fn 在 [0, 1] 内的
最小值为 fn(tn) = − e−1

n−1
。于是

∞∑
n=2

∣∣∣∣ log(t)
n

tn−1

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=2

e−1

n(n− 1)
= e−1.

由 Weierstrass 判别法知原级数在 [0, 1] 上一致收敛。
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iii) 只需证明 J = ζ(3)。

J =

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

t
dt = −

∫ 1

0

∞∑
n=1

log(t)t
n−1

n
dt

= −
∫ 1

0

log t dt−
∫ 1

0

∞∑
n=2

log(t)t
n−1

n
dt

= 1−
∞∑
n=2

1

n

∫ 1

0

log(t)tn−1dt

= 1−
∞∑
n=2

1

n

tn (n log(t)− 1)

n2

∣∣∣∣1
0

=
∞∑
n=1

1

n3
= ζ(3).

因为 ii) 中已证明的一致收敛性，所以上述积分和求和可以换序。 □
（评分标准：i) 送 5 分。ii) 5 分。iii) 把 1

t(1−t)
分开 2 分、逐项积分 2

分、最终结果 1 分。）

五、（20 分）设
I(α) =

∫ ∞

0

cos(xα)dx.

i) 求证：对于 α0 > 1，I(α) 在 [α0,+∞) 上一致收敛。

ii) 求极限
lim

α→+∞
I(α).

iii) 试计算 I(α)。

解答： i) 将积分区域分为两块

I(α) = I1(α) + I2(α) =

∫ 1

0

cos(xα)dx+

∫ ∞

1

cos(xα)dx,

其中 I1(α) 是正常的含参积分，当然收敛。对于 I2(α)，换元 xα = t 得：

I2(α) =
1

α

∫ ∞

1

cos(t)
t1−

1
α

dx,
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其中 cos(t) 的变上限积分显然一致有界，而

1

t1−
1
α

≤ 1

t
1− 1

α0

→ 0, t → ∞,

所以 1

t1−
1
α
随着 t 的增长单调下降一致趋向于 0，于是由 Abel-Dirichlet 判

别法，I2(α) 对 α ∈ [α0,+∞) 一致收敛。
ii) 先考虑 I2(α) 的极限，对于 t ∈ [1, T ]，∣∣∣∣cos(t)

t1−
1
α

− cos(t)
t

∣∣∣∣ < ∣∣∣t 1
α − 1

∣∣∣ < log(T )T 1
α
1

α
,

所以当 α → +∞ 时， cos(t)
t1−

1
α
一致地趋向于 cos(t)

t
，所以（根据书上的某定理）

lim
α→+∞

∫ ∞

1

cos(t)
t1−

1
α

dx =

∫ ∞

1

cos(t)
t

dx,

上式右边是个有限数，而 I2(α) 还有一个分母 α，所以 limα→+∞ I2(α) = 0。
对于 I1(α)，任取 ε ∈ (0, 1)，对于 x ∈ [0, 1− ε]，有

|1− cos (xα)| = 2 sin2 x
α

2
≤ x2α

2
<

(1− ε)2α

2
,

所以当 α → +∞ 时，cos (xα) 一致地趋向于 1，所以

lim
α→+∞

∫ 1−ε

0

cos (xα) dx = 1− ε.

另一方面，显然有

−ε ≤
∫ 1

1−ε

cos (xα) dx ≤ ε,

由此不难得出

1− 2ε ≤ lim inf
α→+∞

I1(α) ≤ lim sup
α→+∞

I1(α) ≤ 1,

再令 ε → 0 即得 limα→+∞ I1(α) = 1，所以 limα→+∞ I(α) = 1。
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iii) 令 β = 1− 1
α
，换元 t = xα 得

α I(α) =

∫ ∞

0

cos(t)
tβ

dt

=

∫ ∞

0

cos(t)
(

1

Γ(β)

∫ ∞

0

sβ−1e−s tds
)

dt

=
1

Γ(β)

∫ ∞

0

sβ−1ds
∫ ∞

0

cos(t) e−s tdt

=
1

Γ(β)

∫ ∞

0

sβ

1 + s2
ds = 1

2Γ(β)

∫ ∞

0

u
β+1
2

−1

1 + u
du

=
1

2Γ(β)

π

sin β+1
2
π
,

再利用一次余元公式不难得到

I(α) = Γ

(
1 +

1

α

)
cos π

2α
.

（注：此题过难，因此批改得比较松。第三问两个广义积分可以换序这
一事实并不能从我们书上的定理直接推出，需要做更细致的分析，感兴趣
的同学可以参考徐森林的书。） □
（评分标准：i) 拆区间 1 分、换元 1 分、知道要用 Abel-Dirichlet 1 分、

一致有界 2 分、单调一致趋于零 2 分。ii) 两段区间上的处理各 4 分。iii) 5
分。）

六、（20 分）

i) 对自然数 n，定义

Kn(x) =
1

π

n

1 + n2 x2
,

求证： ∫
R
Kn(x)dx = 1,

且对任意的 δ > 0，

lim
n→∞

∫
|x|>δ

Kn(x)dx = 0.
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ii) 对自然数 n，定义

fn(x) =

∫
R
Kn(x− y) sin2 y dy,

求证：{fn} 在 R 上一致收敛到 f(x) = sin2 x。

解答： i) 两个定积分都可以直接算出来，略。ii) 即课上刚讲过的好核性
质，略。 □
（评分标准：i) 送 8 分。ii) 证明 f(x) 一致连续 1 分、利用一致连续取

δ 1 分、分拆区间 2 分、两段区间上的处理各 4 分。）
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