
数学分析（3）期中试题 卷 A 2015.11.14

一、（15 分）设 X ⊆ Rn、Y ⊆ Rm 是两个非退化有界闭区间，f 是 X × Y

上的连续可微函数，x0 ∈ X。求证：当 x → x0 时，函数 f(x, y) 对于
y ∈ Y 一致收敛于极限函数 f(x0, y)。

二、（15 分）设 µ > 0，且不是偶数。

i) 求证：函数 f(x) = cos (µ arcsin x) 满足如下微分方程：

(1− x2)f ′′(x)− x f ′(x) + µ2f(x) = 0.

ii) 利用上述微分方程计算 f(x) 在 x = 0 附近的 Taylor 级数，并确
定其收敛区域。

三、（15 分）设 f 是闭区间 [a, b] ⊆ R 上的连续可微函数，求证：对任意的
ε > 0，存在多项式 P ∈ R[x]，使得对任意的 x ∈ [a, b]，有

|f(x)− P (x)| < ε, |f ′(x)− P ′(x)| < ε.

四、（15 分）

i) 求证：如下广义积分收敛

I =

∫ 1

0

log(t) log(1− t)

t (1− t)
dt.

ii) 求证：函数项级数
∞∑
n=2

log(t)
n

tn−1

对于 t ∈ [0, 1] 一致收敛。
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iii) 利用 i)、ii) 证明：I = 2 ζ(3)，即

I = 2
∞∑
n=1

1

n3
.

五、（20 分）设
I(α) =

∫ ∞

0

cos(xα)dx.

i) 求证：对于 α0 > 1，I(α) 在 [α0,+∞) 上一致收敛。

ii) 求极限
lim

α→+∞
I(α).

iii) 试计算 I(α)。

六、（20 分）

i) 对自然数 n，定义

Kn(x) =
1

π

n

1 + n2 x2
,

求证： ∫
R
Kn(x)dx = 1,

且对任意的 δ > 0，

lim
n→∞

∫
|x|>δ

Kn(x)dx = 0.

ii) 对自然数 n，定义

fn(x) =

∫
R
Kn(x− y) sin2 y dy,

求证：{fn} 在 R 上一致收敛到 f(x) = sin2 x。
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