
数学分析（3）期末试题参考答案及评分标准

⼀、（15 分）求下列函数的 Fourier 级数：

i) u(x) = ecosx cos (sin(x)) ; ii) v(x) = ecosx sin (sin(x)) .

解答： （解法⼀）函数 u(x) 是偶函数，所以它的 Fourier 级数是余弦级
数。由 ey 和 cos y 的性质可知，对任意的 x ∈ R，以下级数绝对⼀致收敛：

ecosx =
∞∑
n=0

1

n!
cosn x, cos (sinx) =

∞∑
m=0

(−1)m

(2m)!
sin2m x,

所以它们相乘后得到的⼆重级数可按任意顺序求和，特别地

u(x) =ecosx cos (sin(x))

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)m

n! (2m)!
cosn x sin2m x

=
∞∑

N=0

1

N !

[N/2]∑
m=0

(−1)m
N !

(N − 2m)! (2m)!
cosN−2m x sin2m x

=
∞∑

N=0

cosNx

N !

这⾥⽤到如下三⾓恒等式，它可由数学归纳法证明：

cosNx =

[N/2]∑
m=0

(−1)m
(
N

2m

)
cosN−2m x sin2m x.

注意在上述 u(x) 的三⾓级数表达式中的系数是衰减很快的，所以不难

证明如下级数
∞∑

N=0

cosNx

N !
cosnx
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对于 x ∈ [0, 2π] ⼀致收敛，于是可逐项积分，所以有

an =
1

π

∫ 2π

0

u(x) cosnxdx =
1

n!
,

这说明上述 u(x) 的三⾓级数表达式就是 u(x) 的 Fourier 级数。
类似地，利⽤如下三⾓恒等式

sinNx =

[(N−1)/2]∑
m=0

(−1)m
(

N

2m+ 1

)
cosN−2m−1 x sin2m+1 x

可证明 v(x) 的 Fourier 级数是

v(x) = ecosx sin (sin(x)) =
∞∑

N=1

sinNx

N !
.

（解法⼆）显然 u(x) 是偶函数、v(x) 是奇函数，所以它们的 Fourier 级
数分别是余弦级数和正弦级数，设

u(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx, v(x) =
∞∑
n=1

bn sinnx,

其中

an =
1

π

∫ 2π

0

u(x) cosnx dx, bn =
1

π

∫ 2π

0

v(x) sinnx dx.

对于 n ≥ 1，有：

an + bn

=
1

π

∫ 2π

0

(u(x) cosnx+ v(x) sinnx) dx

=
1

π

∫ 2π

0

u(x) d
(

sinnx

n

)
+ v(x) d

(
−cosnx

n

)
=

1

nπ

∫ 2π

0

− sinnx du(x) + cosnx dv(x) = · · · · · ·

=
1

nπ

∫ 2π

0

(u(x) cos(n− 1)x+ v(x) sin(n− 1)x) dx

=
1

n
(an−1 + bn−1) ,
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同理可得，

an − bn =
1

n
(−an+1 + bn+1) ,

特别地

a1 − b1 =
1

π

∫ 2π

0

dv(x) = 0.

利⽤上述三组关系、以及 b0 = 0 可解得：

an = bn =
a0
2n!

.

最后，注意 u(x) 是光滑函数，所以其 Fourier 级数处处收敛到 u(x)。

取 x = 0 得

e = u(0) =
a0
2

∞∑
n=0

1

n!
,

所以 a0 = 2。于是，u(x)、v(x) 的 Fourier 级数为：

u(x) =
∞∑
n=0

cosnx
n!

, v(x) =
∞∑
n=1

sinnx

n!
.

□
（注：课上介绍如何从三⾓级数反求其和函数时讲过这两个例⼦，这⾥

只不过是反过来：已知和函数，求 Fourier 级数。所以，答案是已知的，只
要设法算出来就⾏。以上两种解法如果改⽤复数来写会更简单，这⾥就不

啰嗦了。

评分标准：只要算出答案，即使过程不太严谨，也会给满分。若答案略

有瑕疵，会酌情扣 1 ∼ 2 分。根据奇偶性指出答案分别是余弦级数和正弦
级数可得 1 分。其它情况不得分。）

⼆、（15 分）

i) 设 f, g : R → C 是两个周期为 2π 的 Riemann 可积函数。求证：若
它们具有相同的 Fourier 系数，则它们⼏乎处处相等。

ii) 设 f : R → C 是周期为 2 π 的连续函数，{cn}n∈Z 是它的 Fourier 系
数。求证：若

∑
n∈Z |cn| < +∞，则 f 的 Fourier 级数在 R 上⼀致收

敛到 f。
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解答： i) 设 h = f − g，则 h 的 Fourier 系数全是 0，由 Parsevel 等式，∫ 2π

0

|h(x)|2 dx = 0,

所以 h ⼏乎处处为零，于是 f 和 g ⼏乎处处相等。

ii)设 g(x) =
∑

n∈Z cne
i n x，因为

∑
n∈Z |cn| < +∞，根据Weierstrass判

别法，该级数在整个实轴上⼀致收敛，于是 g 是 R 上周期为 2π 的连续函

数。仍由
∑

n∈Z |cn| < +∞ 可知，级数

g(x)e−imx =
∑
n∈Z

cne
i (n−m)x

对于 x ∈ [0, 2π] ⼀致收敛，于是可逐项积分，所以有

c̃m =
1

2π

∫ 2π

0

g(x)e−imxdx = cn,

所以 g 和 f 拥有相同的 Fourier 系数，由 i) 可知它们⼏乎处处相等。又因
为它们都是连续函数，所以处处相等，所以 f 的 Fourier级数⼀致收敛到它
⾃⼰。 □
（注：第 i) 问也可⽤均⽅收敛性的其它等价写法，或者好核性质加 Rie-

mann 可积函数⼏乎处处连续来证。此处略。
评分标准：第 i) 问 7 分。第 ii) 问 8 分，其中利⽤ Weierstrass 判别法

得⼀致收敛 2 分，说明 g 和 f 具有相同的 Fourier 系数 3 分，最后⼏乎处
处相等加连续得出结论 3 分。）

三、（20 分）设 f 是周期为 2 π 的奇函数，且对于 x ∈ [0, π] 有

f(x) = x(π − x).

i) 求 f 的 Fourier 级数；

ii) 计算⽆穷级数的值：

S1 =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)3
, S2 =

∞∑
n=1

1

n6
.
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解答： i) 因为 f 是奇函数，所以其 Fourier 级数是正弦级数，于是

f(x) ∼
∞∑
n=1

bn sinnx, bn =
2

π

∫ π

0

x(π − x) sinnx dx.

分部积分两次可得

bn =
4(1 + (−1)n−1)

π n3
=

{
8

π (2k+1)3
, n = 2k + 1;

0, n = 2k,

所以

f(x) ∼
∞∑
k=0

8

π (2k + 1)3
sin(2k + 1)x.

ii) 注意，f 在 x = π
2
处可导，所以由 Dirichlet 定理，f 的 Fourier 级

数在该点处收敛，于是有

π

2

(
π − π

2

)
=

∞∑
k=0

8

π (2k + 1)3
sin(2k + 1)

π

2
,

整理得

S1 =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)3
=

π3

32
.

另⼀⽅⾯，利⽤ Parsevel 等式可得

2

π

∫ π

0

|f(x)|2 dx =
∞∑
n=1

b2n,

整理得：
∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960
,

再由

S2 =
∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
+

∞∑
k=0

1

(2k)6
=

π6

960
+

1

64
S2

可得

S2 =
π6

945
.

□
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（注：这是 Stein 书中的原题，纯送分。
评分标准：第 i) 问 10 分，第⼆问每个和式 5 分。若第 i) 问算错系数

导致第 ii) 问做错，酌情扣 1 ∼ 2 分。）

四、（15 分）设 S 是 Schwartz 速降函数空间，F : S → S 是其上的 Fourier
变换。定义运算 P : S → S，

f 7→ P(f) =
1

2

(
f · F2(f) + F(f) ⋆ F3(f)

)
,

其中 · 表⽰乘法，⋆ 表⽰卷积。

i) 求证：对于任意的 f ∈ S，F (P (f)) = P (f)；

ii) 对于 g(x) = e−π x2
，试求⼀个 f ∈ S，使得 g = P (f)。

解答： i) 根据卷积的性质和 Fourier 变换的性质，

F (P (f)) =
1

2
F
(
f · F2(f)

)
+

1

2
F
(
F(f) ⋆ F3(f)

)
=

1

2
F(f) ⋆ F3(f) +

1

2
F2(f) · F4(f)

=
1

2

(
f · F2(f) + F(f) ⋆ F3(f)

)
= P (f) .

ii) 取 f = g
1
2 = e−

π
2
x2
，则 F2(f)(x) = f(−x) = f(x)，

F(f) ⋆ F3(f) = F
(
f · F2(f)

)
= F

(
f 2
)
= F (g) = g,

所以

P (f) =
1

2

(
f · F2(f) + F(f) ⋆ F3(f)

)
=

1

2
(g + g) = g.

□
（注：第 i) 问为送分题（然⽽并没有送出去）。第 ii) 问需要猜⼀下。
评分标准：第 i) 问 10 分。第 ii) 问 5 分。）

五、（15 分）设 f : R → R 是偶函数，满⾜ supp(f) ⊆ [−A,A]，且 f 在

[−A,A] 上 Riemann 可积。设 f̂(ξ) 是 f(x) 的 Fourier 变换。求证：

i) f̂(ξ) 是⼀个光滑函数；
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ii) f̂(ξ) 可在 ξ = 0 处展开为收敛半径为⽆穷⼤的 Taylor 级数。

解答： i) 根据已知条件，

f̂(ξ) =

∫
R
f(x) e−2π i ξ x dx =

∫ A

−A

f(x) e−2π i ξ x dx

=

∫ A

0

2 f(x) cos (2 π ξ x) dx.

设 F (ξ, x) = 2 f(x) cos (2 π ξ x)，根据含参积分部分的有关结果，

f̂ ′(ξ) =

∫ A

0

∂F

∂ξ
(ξ, x)dx = −4π

∫ A

0

x f(x) sin (2 π ξ x) dx,

所以 f̂ ′(ξ) 存在。类似地，可证明 f̂ (k)(ξ) 存在。

ii) f̂(ξ) 显然是偶函数，所以它在 ξ = 0 处的 Taylor 级数为

f̂(ξ) ∼
∞∑
k=0

a2kξ
2k,

其中

a2k =
2 (2π)2k (−1)k

(2k)!

∫ A

0

x2k f(x) cos (2 π ξ x) dx.

设 M = sup0≤x≤A |f(x)|，根据 Cauchy-Hadamard 公式，

0 ≤ R−1 = lim sup
k→∞

|a2k|
1
2k ≤ lim sup

k→∞

2 π A (2AM)
1
2k

((2k)!)
1
2k

= 0,

所以 R = +∞。由此不难知道，对于任意的 ξ ∈ R，f̂(ξ) 的 Taylor 级数收
敛到它⾃⼰。 □
（注：此题结论又称紧⽀型 Paley-Wiener 定理，实为送分题（然⽽又没

有送出去）。更多信息可参看 Stein 和 Shakarchi 的《复分析》的第四章。
评分标准：第 i) 问 7 分，第 ii) 问 8 分。）

六、（20 分）设 α ∈ R、f 是周期为 2 π 的奇函数，且对于 x ∈ (0, π) 有

f(x) = cosh (α (2x− π)) .

i) 求 f 的 Fourier 级数；
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ii) 求证：
π

cosh π α
=

∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1

α2 +
(
n+ 1

2

)2 ;
iii) 计算 g(x) = 1

coshπ x
的 Fourier 变换。

解答： i) 与第三题类似，

f(x) ∼
∞∑
n=1

bn sinnx, bn =
2

π

∫ π

0

cosh (α (2x− π)) sinnx dx.

分部积分两次可得

bn =
cosh(απ)

π

2n (1 + (−1)n−1)

4α2 + n2

所以

f(x) ∼
∞∑
k=0

cosh(απ)

π

2k + 1

α2 +
(
k + 1

2

)2 sin(2k + 1)x.

ii) 仍取 x = π
2
即可。

iii) 根据定义，并换元 y = π x 得：

ĝ(ξ) =

∫
R

e−2π i ξ x

cosh π x
dx =

2

π

∫ ∞

0

cos (2 ξ y)
cosh y

dy

=
4

π

∫ ∞

0

cos (2 ξ y) e−y

1 + e−2y
dy

=
4

π

∫ ∞

0

cos (2 ξ y)
∞∑
k=0

(−1)ke−(2k+1)ydy

=
4

π

∞∑
k=0

(−1)k
2k + 1

4ξ2 + (2k + 1)2
=

1

cosh π ξ
.

最后⼀步⽤到第 ii) 问的结论。
上⾯只是形式推导，为了说明其中对级数逐项积分运算的合理性，还

需要验证⼀些⼀致收敛性质，并将积分区间分割成 [0, ε] ∪ [ε,∞]。（这些细

节在期中考试时已经充分练习过，这⾥就省略了。） □
（注：此题前两问与第三题⾮常类似，它们主要是为了给第 iii) 问铺路。

第 iii)问是⼀个著名的 Fourier变换等于⾃⾝的函数的例⼦。若直接将第 ii)
问结论代⼊最初的积分并逐项积分，会得到所谓的 Poisson 积分。Poisson
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积分并不能⽤ Newton-Leibniz 公式算出，但是可以⽤其它含参积分技术求
出，由此也可得到想要的结果。

评分标准：第 i)、ii) 问各 5 分，第 iii) 问 10 分。）
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