
数学分析（3）：第 1 次习题课

刘思齐

本次习题课给出 Weierstrass 逼近定理的几种不同的证明。
Weierstrass 逼近定理 设 f ∈ C[a, b]，对任意的 ε > 0，存在一个多项式 P，
使得对任意的 x ∈ [a, b]，有 |f(x)− P (x)| < ε。

（证法一）

1. 如果对闭区间 [0, 1]，Weierstrass 逼近定理成立，则对任意闭区间 [a, b] 定
理也成立。

2. 对自然数 n，以及 i = 0, 1, . . . , n，定义：

Bn
i (x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i,

求证：

i) 对 x ∈ [0, 1]，有 0 ≤ Bn
i (x) ≤ 1；

ii)
∑n

i=0 B
n
i (x) = 1；

iii)
∑n

i=0 i B
n
i (x) = nx；

iv)
∑n

i=0 i
2 Bn

i (x) = nx (1 + (n− 1)x)；

v)
∑n

i=0(i− nx)2Bn
i (x) = nx (1− x)。

3. 对 f ∈ C[0, 1]，定义

Pn(x) =
n∑

i=0

f

(
i

n

)
Bn

i (x),

求证：Pn 一致收敛到 f，于是 Weierstrass 逼近定理成立。

（证法二）

1. 如果对闭区间 [0, 1] 以及 f ∈ C[0, 1] 满足 f(0) = f(1) = 0，Weierstrass
逼近定理成立，则对任意闭区间 [a, b] 以及 f ∈ C[a, b] 定理也成立。

2. 对自然数 n 定义：
Qn(x) = cn (1− x2)n,

其中 cn 使得
∫ 1

−1
Qn(x)dx = 1。求证：cn <

√
n。
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3. 设 f ∈ C[0, 1] 满足 f(0) = f(1) = 0，将它在整个 R 上做零延拓（即当
x /∈ [0, 1] 时，规定 f(x) = 0）。定义：

Pn(x) =

∫ 1

−1

f(x+ t)Qn(t)dt,

求证：

i) 对任意的自然数 n，Pn(x) 是多项式；

ii) Pn 一致收敛到 f，于是 Weierstrass 逼近定理成立。

（证法三）

1. 对自然数 n 定义：
Kn(x) =

n√
π
e−n2 x2

,

求证：

i)
∫
R Kn(x)dx = 1；

ii) 对任意的 δ > 0，limn→∞
∫
|x|>δ

Kn(x)dx = 0；

iii) 对任意的 M > 0，Kn(x) 在 x = 0 处的 Taylor 级数在 [−M,M ] 上
一致收敛到 Kn(x)。

2. 对 R 上的有界一致连续函数 f，定义

fn(x) =

∫
R
f(t)Kn(x− t)dt,

求证：fn 一致收敛到 f。

3. 利用前两题的结论证明 Weierstrass 逼近定理。
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