
数学分析（3）：第 10 次习题课

刘思齐

设 S 是 Schwartz 速降函数空间，T = D(S )（即速降函数的导数构成的
空间），则 T 显然是 S 的子空间。

1. 任取一个 f0 ∈ S 满足
∫
R f0(x)dx = 1。对于 f ∈ S，定义：

F (x) =

∫ x

−∞
(f(y)− λ f0(y)) dy, 其中 λ =

∫
R
f(x)dx.

求证：F ∈ S。（提示：考虑 F 的 Fourier 变换）

2. 求证：S = Cf0 ⊕ T。

3. 求证：对于任意的 ϕ ∈ S ′，以及 C ∈ C，存在唯一的 ψ ∈ S ′ 满足：

ψ′ = ϕ, ψ(f0) = C.

4. 若 ψ ∈ T 满足 ψ′ = 0，则 ψ 是一个常数，即存在 c ∈ C，使得对于任意
的 f ∈ S，有

ψ(f) =

∫
R
c f(x)dx.

5. 若 ϕ ∈ S 满足 xϕ = 0，求证：存在一个常数 c ∈ C，使得 ϕ = c δ。（提
示：考虑 xϕ 的 Fourier 变换）

6. 求方程 (x− x0)ϕ = 0 的通解，其中 ϕ ∈ S ′。

7. 求方程 (x− x0)
nϕ = 0 的通解，其中 ϕ ∈ S ′、n ∈ N。

8. 求方程 (x−x1)n(x−x2)mϕ = 0的通解，其中 ϕ ∈ S ′、x1 ̸= x2、n,m ∈ N。

9. 求方程 P (x)ϕ = 0 的通解，其中 P ∈ C[x]、ϕ ∈ S ′。

10. 求线性常系数常微分方程 P (D)ϕ = 0 的通解，其中 P ∈ C[ξ]、ϕ ∈ S ′。
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