
分析⼒学期末考试参考答案

（2018 年春季学期）

1.（20 分）设 L = L(q, q̇, t) 是 Rn 上的⼀个拉⽒量。

i)（15 分）若 q̃ = q̃(q) 是 Rn 上的另⼀组坐标，且它们光滑地依赖 q，求证：

δL

δqα
=

∂q̃β

∂qα
δL

δq̃β
.

ii)（5 分）若 q̃ 是含时的，即 q̃ = q̃(q, t)，上述结论是否成⽴？

解答： 根据变分导数的定义，我们有

δL

δqα
=

∂L

∂qα
− d

dt
∂L

∂q̇α
,

δL

δq̃β
=

∂L

∂q̃β
− d

dt
∂L

∂ ˙̃qβ
,

其中
∂L

∂qα
=

∂L

∂q̃β
∂q̃β

∂qα
+

∂L

∂ ˙̃qβ
∂ ˙̃qβ

∂qα
,

∂L

∂q̇α
=

∂L

∂ ˙̃qβ
∂ ˙̃qβ

∂q̇α
=

∂L

∂ ˙̃qβ
∂q̃β

∂qα
,

于是

δL

δqα
=

∂L

∂q̃β
∂q̃β

∂qα
+

∂L

∂ ˙̃qβ
∂ ˙̃qβ

∂qα
− d

dt

(
∂L

∂ ˙̃qβ
∂q̃β

∂qα

)
=

(
∂L

∂q̃β
− d

dt
∂L

∂ ˙̃qβ

)
∂q̃β

∂qα
+

∂L

∂ ˙̃qβ

(
∂ ˙̃qβ

∂qα
− d

dt
∂q̃β

∂qα

)
,

注意（此处 q̃ 可以含时）

∂ ˙̃qβ

∂qα
=

∂

∂qα

(
∂q̃β

∂qγ
q̇γ +

∂q̃β

∂t

)
=

∂2q̃β

∂qα∂qγ
q̇γ +

∂2q̃β

∂qα∂t
=

d
dt

∂q̃β

∂qα
,

所以
δL

δqα
=

(
∂L

∂q̃β
− d

dt
∂L

∂ ˙̃qβ

)
∂q̃β

∂qα
=

∂q̃β

∂qα
δL

δq̃β
.

上述推导中 q̃ 可以含时，所以这⼀结论在含时情形也是对的。 □

2.（20 分）设 L = L(q, q̇) 是 Rn 上的⼀个拉⽒量，对于 β > 0，引⼊另⼀个拉

⽒量 L̃ = eβtL(q, q̇)。
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i)（10分）设 H = H(q, q̇)是 L的哈密顿函数，q(t)满⾜ L̃的 Euler-Lagrange
⽅程，求证：

d
dtH(q(t), q̇(t)) = −β q̇α

∂L

∂q̇α
.

ii)（10 分）设 n = 1，对于⾃由落体问题的拉⽒量：

L =
1

2
mq̇2 −mg q,

求解 L̃ 的 Euler-Lagrange ⽅程，其初始条件选为 q(0) = q0、q̇(0) = 0。

解答： i) L̃ 的变分导数为

δL̃

δqα
=

∂
(
eβtL

)
∂qα

− d
dt

∂
(
eβtL

)
∂q̇α

= eβt
(

∂L

∂qα
− d

dt
∂L

∂q̇α
− β

∂L

∂q̇α

)
,

所以 q(t) 满⾜：
d
dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
= −β

∂L

∂q̇α
.

因此

dH
dt =

d
dt

(
∂L

∂q̇α
q̇α − L

)
=

d
dt

(
∂L

∂q̇α

)
q̇α +

∂L

∂q̇α
q̈α −

(
∂L

∂qα
q̇α +

∂L

∂q̇α
q̈α

)
=

(
d
dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα

)
q̇α = −β q̇α

∂L

∂q̇α
.

ii) 由 i) 中的计算可知 q(t) 满⾜

q̈ + βq̇ + g = 0, q(0) = q0, q̇(0) = 0.

解之可得

q(t) = q0 −
g

β2

(
e−βt + βt− 1

)
.

□

3.（20 分）设 0 < θ0 < π
2，M 为 R3 中的圆锥：

M = {(x, y, z) ∈ R3 | z > 0, arctan
√
x2 + y2

z
= θ0}.

i)（15 分）求解 M 上的测地线⽅程。

ii)（5 分）若 M 上存在闭合测地线，θ0 应满⾜什么条件？
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解答： i) 在球坐标系下，M 上的点可表⽰为

x = r sin θ0 cosϕ, y = r sin θ0 sinϕ, z = r cos θ0,

其中 r > 0、0 ≤ ϕ < 2π。

选取如下拉⽒量：

L =
1

2
v2 =

1

2

(
ṙ2 + r2 sin2 θ0ϕ̇

2
)
,

它满⾜关于 ϕ 的⾓动量守恒和能量守恒：

Pϕ = r2 sin2 θ0ϕ̇, E =
1

2
ṙ2 +

P 2
ϕ

2r2 sin2 θ0
,

于是测地线⽅程为：

dr
dϕ =

r2 sin2 θ0
Pϕ

√
2E −

P 2
ϕ

r2 sin2 θ0
.

设 u = r−1，则有

− du√
a2 − u2

= sin θ0dϕ, a =

√
2E

sin2 θ0
P 2
ϕ

,

两边积分得：

r = u−1 =
a−1

cos (sin θ0 (ϕ− ϕ0))
.

ii) 要想形成闭合测地线，当 ϕ 从 0 跑到 2π 时，上⾯解出的 r(ϕ) 应始终⼤

于零，所以有

sin θ0 (2π) < π,

于是可知 0 < θ0 < π
6。 □

4.（20 分）设 U : R → R 是⼀个 C2 函数，且满⾜ U ′′ > 0。考虑拉⽒量

L =
1

2
mq̇2 − U(q).

i)（10 分）求证：若 U 有极⼩值点，则 L 的 Euler-Lagrange ⽅程有唯⼀的
平衡点。

ii)（10 分）试求在这⼀平衡点附近微振动的周期。

解答： i) L 的 Euler-Lagrange ⽅程为

mq̈ + U ′(q) = 0,

常值函数 q(t) = q0 是它的解当且仅当 q = q0 是 U(q) 的驻点。已知 U 有极

值点，那么极值点就是驻点。若 U 有不⽌⼀个驻点，则由罗尔定理可知两驻点
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之间必有⼀个拐点，这与 U ′′ > 0 ⽭盾，所以 U 只能有⼀个驻点。于是 L 的

Euler-Lagrange ⽅程有唯⼀的平衡点。
ii) 设 q = q0 是平衡点，U0 = U(q0) 为势能最低点。取总机械能为 E =

U0 + ε，ε 为充分⼩的正数。注意势能 U(q) 需满⾜

U(q) = U0 +
1

2
U ′′(q0) (q − q0)

2
+ o

(
(q − q0)

2
)
≤ U0 + ε = E,

所以 q 将在⼩区间 [q1, q2] 之间振动，其中

q1,2 = q0 ±

√
2ε

U ′′(q0)
+ o(

√
ε),

设 q = q0 + y
√

2ε
U ′′(q0)

，忽略掉所有的⼩ o 项可得

T =2

∫ q1

q1

dq√
2
m (E − U(q))

=2

√
2ε

U ′′(q0)

∫ 1

−1

dy√
2
m

(
U0 + ε− U0 − 1

2U
′′(q0)

2ε
U ′′(q0)

y2
)

=2π

√
m

U ′′(q0)
.

□

5.（20 分）设 R3 中有电标量势 φ 和磁⽮量势 A：

φ(x, y, z) = − k√
x2 + y2 + z2

, A(x, y, z) =
B

2
(−y, x, 0).

已知电⼦在电磁场中运动的拉⽒量为：

L =
1

2
mv2 + e (A · v − φ) .

i)（5 分）写出上述拉⽒量在空间球坐标系下的具体形式和两个⾸次积分。

ii)（5 分）写出上述拉⽒量在空间球坐标系下的 Hamilton-Jacobi ⽅程，并指
出它是否可以分离变量。

iii)（10 分）假设磁场强度 B 充分⼩，有⼀个电⼦在 xy 平⾯内按上述拉⽒量

所给出的 Euler-Lagrange ⽅程做近椭圆运动。试求其进动⾓（精确到 B

的⼀阶项）。

解答： i) 选取如下球坐标系：

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ,
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于是

L =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
+

ek

r
+

eB

2
r2 sin2 θϕ̇.

它满⾜关于 ϕ 的⾓动量守恒和能量守恒：

M =mr2 sin2 θϕ̇+
eB

2
r2 sin2 θ,

E =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
− ek

r
.

ii) ⾸先引⼊⼴义动量：

pr = mṙ, pθ = mr2θ̇, pϕ = mr2 sin2 θϕ̇+
eB

2
r2 sin2 θ,

于是⼴义速度可表⽰为：

ṙ =
pr
m

, θ̇ =
pθ
mr2

, ϕ̇ =
pϕ

mr2 sin2 θ
− eB

2m
,

于是哈密顿函数为

H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2ϕ

2mr2 sin2 θ
− ek

r
− eB

2m
pϕ +

e2B2

8m
r2 sin2 θ.

因为有能量守恒和⾓动量守恒，所以取作⽤量函数为

S = −Et+Mϕ+ S1(r) + S2(θ),

则 Hamilton-Jacobi ⽅程为：

1

2m

(
dS1

dr

)2

+
1

2mr2

(
dS2

dθ

)2

+
M2

2mr2 sin2 θ
− ek

r
− eB

2m
M +

e2B2

8m
r2 sin2 θ = E,

它⽆法分离变量，因为左边最后⼀项⽆法分离。

iii) 在 xy 平⾯上 θ = π
2、θ̇ = 0，拉⽒量变为

L =
m

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+

ek

r
+

eB

2
r2ϕ̇,

两个守恒量变为

M = mr2ϕ̇+
eB

2
r2, E =

m

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− ek

r
,

从中消去 ϕ̇ 后得到⼀维等效问题：

1

2
mṙ2 + Ueff(r) = E, Ueff(r) = −ek

r
+

1

2m

(
M

r
− eB

2
r

)2

.

解驻点⽅程 U ′
eff(r) = 0 得径向运动的平衡位置：

r0 =
M2

ekm
+ o(B)�
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于是径向运动的频率为：

ωr =

√
U ′′

eff(r0)

m
=

e2k2m

M3
+ o(B).

⽽⾓向运动的频率为

ωϕ = ϕ̇ =
M

mr20
− eB

2m
=

e2k2m

M3
− eB

2m
+ o(B),

所以进动⾓为

∆ϕ = 2π
ωϕ − ωr

ωr
= −πBM3

ek2m2
+ o(B).

□

6.（附加题）设 0 < ε < 1，如下⽅程称为开普勒⽅程：

t = ξ − ε sin ξ.

i) 求证开普勒⽅程存在唯⼀的解 ξ(t)，且它可表⽰为

ξ(t) = t+ η(t),

其中 η 是⼀个以 2π 为周期的奇函数。

ii) 求证函数 η 的 Fourier 级数为：

η(t) =
∑
n≥1

2

n
Jn(nε) sin(nt),

其中 Jn(x) 为 n 阶 Bessel 函数：

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos (n θ − x sin θ)dθ.

解答： i) 因为 ∣∣∣∣dt(ξ)dξ

∣∣∣∣ = |1− ε cos ξ| > 1− ε > 0,

所以 t(ξ) 是严格增函数，于是它有反函数 ξ(t)。

注意

−t = (−ξ)− ε sin (−ξ) ,

所以 ξ(−t) = −ξ(t)，即 ξ(t) 是奇函数，于是 η(t) = ξ(t)− t 也是奇函数。

注意

t+ 2π = (ξ + 2π)− ε sin (ξ + 2π) ,

所以 ξ (t+ 2π) = ξ(t) + 2π，于是

η(t+ 2π) = ξ(t+ 2π)− t− 2π = ξ(t)− t = η(t).
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ii) 设
η(t) =

∑
n≥1

bn sin(nt),

则

bn =
2

π

∫ π

0

η(t) sinntdt,

分部积分得：

bn =
2

π

(
−η(t)

cosnt
n

∣∣∣∣π
0

+

∫ π

0

cosnt
n

η′(t)dt
)

=
2

nπ

∫ π

0

(ξ′(t)− 1) cosntdt.

注意 ∫ π

0

cosntdt = 0,

所以

bn =
2

nπ

∫ π

0

ξ′(t) cosntdt

=
2

nπ

∫ π

0

cosn (ξ − ε sin ξ)dξ

=
2

n
Jn(nε).

□
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