
数学分析（2）：第 10 次习题课

刘思齐

1. 设 V 是一个 n 维 R-线性空间，V ∗ 是 V 的对偶空间，我们将 V 等同于 V ∗

的对偶空间。设 e1, . . . , en ∈ V 是 V 的基，f1, . . . , fn ∈ V ∗ 是相应的对偶基。
课堂上已经证明：

F = {fi1 ∧ · · · ∧ fik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

构成 Ak(V ) 的基，于是

E = {ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

也构成 Ak(V ∗)的基。求证：存在一个同构 ϕ : Ak(V ∗) → (Ak(V ))∗，使得 ϕ(E)

恰是 F 的对偶基。
解答： 只需规定 Ak(V ∗) 的每个基向量在 Ak(V ) 的每个基向量上按如下方式
作用即可：

ϕ(ei1 ∧ · · · ∧ eik)(fj1 ∧ · · · ∧ fjk) = δi1j1 · · · δikjk ,

其中 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n、1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n。 □

2. 记 Λk(V ) = Ak(V ∗)、Λ∗(V ) =
n⊕

k=0

Λk(V )。Λ∗(V ) 称为 V 的外代数或

Grassmann 代数。设 v1, . . . , vk ∈ V，求证：

v1 ∧ · · · ∧ vk =
∑

1≤i1<···<ik≤n

deti1...ik(v1, . . . , vk)ei1 ∧ · · · ∧ eik ,

其中 deti1...ik(v1, . . . , vk) 表示将 v1, . . . , vk 的坐标排成 n 行 k 列的矩阵后，其
中第 i1, . . . , ik 行构成的子式。
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解答： 设 vi =
n∑

j=1

vji ej，则有

v1 ∧ · · · ∧ vk

=

 n∑
j1=1

vj11 ej1

 ∧ · · · ∧

 n∑
jk=1

vjkk ejk


=

∑
1≤j1,··· ,jk≤n

vj11 · · · vjkk ej1 ∧ · · · ∧ ejk

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

(∑
σ∈Sk

sgn(σ)viσ(1)

1 · · · viσ(k)

k

)
ei1 ∧ · · · ∧ eik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

deti1...ik(v1, . . . , vk)ei1 ∧ · · · ∧ eik

□

3. 设 W 是 V 的 k 维子空间，S = {v1, . . . , vk} 是 W 的一组基，定义

pi1...ik(W,S) = deti1...ik(v1, . . . , vk),

称为 (W,S) 的 Plücker 坐标。设 T = {w1, . . . , wk} 是 W 的另一组基，求证：

pi1...ik(W,T ) = c(S, T ) · pi1...ik(W,S),

其中 c(S, T ) 是从 S 到 T 的转移矩阵的行列式。特别地，若 S、T 都是标准正
交基，则 c(S, T ) = ±1。所以 Plücker 坐标基本上不依赖于基的选取。
解答： 将 vi、wi 全部写成列向量，设它们之间的转移矩阵为 A，即

(w1, . . . , wk) = (v1, . . . , vk)A,

则显然有 deti1...ik(w1, . . . , wk) = deti1...ik(v1, . . . , vk) · detA。 □

4. 设 (W1, S1)、(W2, S2) 是 V 的两个 k 维子空间和相应的基，求证：若对所
有的 i1, . . . , ik，有

pi1...ik(W1, S1) = pi1...ik(W2, S2),

则 W1 = W2，且 S1、S2 之间相差一个行列式为 1 的正交变换。
解答： 对于 ω ∈ Λk(V )，定义

Wω = {v ∈ V | v ∧ ω = 0}.

设 ω = v1 ∧ · · · ∧ vk，则显然有 W = spanR{v1, . . . , vk} ⊆ Wω。另一方面，将
v1, . . . , vk 扩充为 V 一组基 v1, . . . , vn，若 v = c1 v1+ · · ·+ cn vn 满足 v∧ω = 0，
则由 Λk(V ) 中基

{vi1 ∧ · · · ∧ vik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}
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的线性无关性可知 ci = 0 (i > k)，所以 Wω ⊆ W。因此 Wω = W，所以
W1 = W2。后一结论则是前一问题的推论。 □

5. 考虑 n = 4、k = 2的特殊情况。设W 的基为 S = {v1, v2}，对于 1 ≤ i < j ≤ 4，
记 pij = pij(W,S)。

i) 求证：p12p34 − p13p24 + p14p23 = 0；

ii) 若 ω =
∑

1≤i<j≤4

pij ej ∧ ej 的坐标 pij 满足 i) 中的恒等式，则它们一定是

某个 (W,S) 的 Plücker 坐标。

（注：一般的 n 维空间中的 k 维子空间的 Plücker 坐标满足更多的二次关
系，它们统称为 Plücker 关系。）
解答： i) 设

v1∧v2 = p12e1∧ e2+p13e1∧ e3+p14e1∧ e4+p23e2∧ e3+p24e2∧ e4+p34e3∧ e4,

则 0 = v1 ∧ v2 ∧ v1 ∧ v2 = (p12p34 − p13p24 + p14p23)e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4。
至于第 ii) 条，将 v1, v2 的的坐标设出来，由此算出 pij 的具体表达式，然

后在满足 Plücker 关系的条件下反解 v1, v2 的坐标即可。解当然是不唯一的，只
要解出一组即可。 □

6. 定义 R6 的子集：

G̃2,4 = {(p1, p2, p3, p4, p5, p6) ∈ R6 | p1 p6 − p2 p5 + p3 p4 = 0, ∥p∥ = 1}.

i) 求证：G̃2,4 是一个四维流形；

ii) 求证：G̃2,4 微分同胚与 S2 × S2。

（注：V = R4 中的定向二维子空间与 G̃2,4 中的点一一对应。这是最简
单的 Grassmann 流形的例子。将 (4, 2) 换成更一般的 (n, k) 则可得更一般的
Grassmann 流形，它们总是一些二次方程（即 Plücker 关系）的交点。）
解答： 设 ϕ : R6 → R2，p 7→ (f(p), g(p))，其中

f(p) =p21 + p22 + p23 + p24 + p25 + p26 − 1,

g(p) =p1 p6 − p2 p5 + p3 p4,

则 G̃2,4 = ϕ−1(0)，由此不难证明 G̃2,4 是流形，并且还是紧的。
定义映射 H : G̃2,4 → R6，p 7→ (x1, x2, x3, y1, y2, y3)，其中

x1 = p1 + p6, x2 = p2 + p5, x3 = p3 + p4,

y1 = p1 − p6, y2 = p2 − p5, y3 = p3 − p4,
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则不难证明 f(p) = g(p) = 0 等价于

x2
1 + x2

2 + x2
3 = y21 + y22 + y23 = 1,

所以 H 的像集恰为 R6 = R3 × R3 中的 S2 × S2。因为 G̃2,4 紧、H 是连续单
射，所以 G̃2,4 到 H(G̃2,4) 是同胚。

最后还要证明微分同胚性质。不妨设 (θ1, ϕ1)、(θ2, ϕ2) 是两个 S2 上的球面
坐标，则 p1, . . . p6 不难通过 S2 的参数表示得到，由此可说明 H−1 在 S2 × S2

的大部分点附近是局部微分同胚。对于使得球面坐标失效的坏点，可以换一根
极轴，然后重取球面坐标绕开它们。 □
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