
数学分析（2）：第 2 次习题课

刘思齐

1. 设 D 是 R2 中的开集，x0 ∈ D。若 f : D → R 的偏导数 fx, fy 在 x0 的某开
邻域内存在，且 fx 在 x0 处连续，求证：f 在 x0 处可微。
解答： 设 x0 = (u, v)，h = (p, q)，利用 Lagrange 中值定理和 fy 的存在性可
得：

f(x0 + h)− f(x0)− fx(x0)p− fy(x0)q

=f(u+ p, v + q)− f(u, v + q) + f(u, v + q)− f(u, v)− fx(x0)p− fy(x0)q

=fx(u+ θp, v + q)p+ fy(u, v)q + o(q)− fx(x0)p− fy(x0)q

=(fx(u+ θp, v + q)− fx(u, v))p+ o(q)

因为 fx 在 x0 处连续，所以上式在 h → 0 时是关于 ∥h∥ 的无穷小，所以 f 可
微。 □

2. （Hadamard 引理）设 D 是 Rn 中的凸区域，x0 ∈ D，f ∈ C1(D)。求证：存
在 D 上的连续函数 g1, . . . , gn 使得对任意的 x ∈ D，有

f(x) = f(x0) +

n∑
i=1

gi(x)(x− x0)i, g(x0) =
∂f

∂xi
(x0).

解答： 设 h(t) = f(x0 + t(x− x0))，则 h ∈ C1([0, 1])，由 Newton-Leibniz 公
式，

f(x)− f(x0) = h(1)− h(0) =

∫ 1

0

h′(t)dt,

其中，根据链式法则，

h′(t) =
n∑

i=1

∂if(x0 + t(x− x0))(x− x0)i,

所以只需取

gi(x) =

∫ 1

0

∂if(x0 + t(x− x0))dt

即可。
我们还需要证明上述 gi是D上的连续函数。因为每个 ∂if 是连续的，所以我

们只需证明如下事实：如果 f ∈ C(D)，则 g(x) =
∫ 1

0
f(x0+t(x−x0))dt ∈ C(D)。
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设 I 是连接 x0, x 两点的闭线段，因为 D 是开集，所以存在 δ0 > 0，使得
B̄δ0(x0) ∈ D、B̄δ0(x) ∈ D，于是 K = {x ∈ D | d(x, I) ≤ δ0} ⊂ D。K 是紧集，
函数 f 在 K 上连续，于是一致连续，所以对于任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使
得对于任意的 x1, x2 ∈ K，d(x1, x2) < δ，有 |f(x1)− f(x2)| < ε。我们不妨设
δ < δ0，于是对于任意的 h ∈ Rn 满足 ∥h∥ < δ，有

g(x+ h)− g(x) =

∫ 1

0

(f(x0 + t(x− x0) + t h)− f(x0 + t(x− x0)))dt,

注意 ∥t h∥ = t∥h∥ < δ，所以

|g(x+ h)− g(x)| <
∫ 1

0

εdt = ε,

所以 g 在 x 处连续。 □

3. 设 D 是 Rn 中的凸区域，f ∈ C1(D)，求证：f 为凸函数当且仅当对任意的
x, y ∈ D，

f(y)− f(x) ≥ f ′(x)(y − x).

解答： 若 f 凸，则对任意的 x, y ∈ D，以及 λ ∈ [0, 1]，有

f(y)− f(x) ≥ f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
,

取极限 λ → 0 即得所求的不等式。
反之，对于任意的 x, y ∈ D，以及 λ ∈ [0, 1]，设 z = (1− λ)x+ λy，由已

知条件，

f(x) ≥ f(z) + f ′(z)(x− z),

f(y) ≥ f(z) + f ′(z)(y − z)

将第一个不等式乘以 (1− λ)、第二个不等式乘以 λ，然后相加得：

(1− λ)f(x) + λf(y) ≥ f(z) + f ′(z)((1− λ)(x− z) + λ(y − z)) = f(z).

所以 f 是凸函数。 □

4.

i) 设 Mn(R) 是 n 阶实矩阵的全体构成的线性空间，求证：行列式运算
det : Mn(R) → R 是一个可微映射，并计算偏导数 ∂

∂aij
detA，其中

A = (aij)n×n。

ii) 设 A : [a, b] → Mn(R), t 7→ A(t) 是一个可微映射，求证：

d
dt detA(t) = Tr

(
A∗(t)

dA(t)
dt

)
,

其中 A∗ 表示 A 的伴随矩阵。
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解答： i) 行列式是矩阵元的多项式，所以显然可微。将 det(A) 按第 i 行展开
得：

det(A) = ai1Ai1 + · · ·+ aijAij + · · ·+ ainAin,

于是易知 ∂
∂aij

detA = Aij .
ii) 根据链式法则：

d
dt detA(t) =

∑
i,j

∂ detA
∂aij

∂aij(t)

∂t
= Tr

(
A∗(t)

dA(t)
dt

)
.

□
（注：当 A 可逆时，上述公式又可写为：

d
dt log detA = Tr

(
A−1 dA

dt

)
,

这是一个特别有用的公式，在很多数学分支中都会用到。）

5. 设 f : Rn → R 可微，若存在 d1, . . . , dn, df ∈ N 使得对任意的 t ∈ R>0，有

f(td1x1, . . . , t
dnxn) = tdf f(x1, . . . , xn),

则称 f 是拟齐次的（若 d1 = · · · = dn = 1，则称 f 为齐次的）。求证：f 是拟
齐次的当且仅当 f 满足如下方程：

d1x1
∂f

∂x1
+ · · ·+ dnxn

∂f

∂xn
= dff.

解答： 若 f 是拟齐次的，对定义条件中的 t 求导可得

d1t
d1−1x1

∂f

∂x1
(td1x1, . . . , t

dnxn) + · · ·+ dnt
dn−1x1

∂f

∂x1
(td1x1, . . . , t

dnxn)

=df t
df−1f(x1, . . . , xn),

然后取 t = 1 即可。
反之，若 f(x1, . . . , xn) 满足方程，则 f(td1x1, . . . , t

dnxn) 满足

d1t
d1x1

∂f

∂x1
+ · · ·+ dnt

dnxn
∂f

∂xn
= dff,

于是函数 g(t) = f(td1x1,...,t
dnxn)

tdf
满足 g′(t) = 0，所以 g(t)是常数。最后取 t = 1

即可。 □
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